RESOLUCIIN
DE TRIGNGULOS

Pfgina 103
REFLEXIONA Y RESUELVE

Problema 1

Para calcular la altura de un frbol, podemos seguir el procedimiento que utili -
z— Tales de Mileto para hallar la altura de una pirtmide de Egipto: comparar
su sombra con la de una vara vertical cuya longitud es conocida.

n Hazlo tee siguiendo este mZtodo y sabiendo que:

N la vara mide 124 cm,

N la sombra de la vara mide 37 cm,

N la sombra del frbol mide 258 cm.

Para solucionar este problema habrits utilizado la semejanza de dos tritngulos.

124 _ 37
x 258
x = 298 2129 864,65 cm

124 cm
37 cm

258 cm

La altura del frbol es de 864,65 cm.

Problema 2

Bernardo conoce la distancia ~ AB a la que estf del frbol y los tngulos CBA y
BAC; y quiere calcular la distancia BC a la que estt de Carmen.

Datos: AB =63 m; CBA=42° BAC=83°

n Para resolver el problema, primero  realiza un dibujo a escala 1:1000(1m 8

8 1 mm). DespuZs, mide la longitud del segmen - A

to BC vy, deshaciendo la escala, obtendrs la dis -

tancia a la que Bernardo estt de Carmen. 63 m 83!

BC =42 mm

Deshaciendo la escala:BC =42 m 5 42! .

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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Problema 3

n Antlogamente puedes resolver este otro:

Bernardo ve desde su casa el castillo y la abad’a. Conoce las distancias a am -
bos lugares, pues ha hecho el camino a pie muchas veces; y quiere averiguar

la distancia del castillo a la abad’a. Para ello debe, previamente, medir el tn -
gulo CBA.

Datos: é\& =1200 m; é\A =700 m; EBA =108°.
n Utiliza ahora la escala 1:1 0000 (100 m 8 1 cm).
100m 8 1lcm
1200m 8 12cm
700m8 7cm
éIA: 14,7cm ~ elA: 1470 m
A

700m8 7cm

108!

B 1200 M8 12 cm ¢

NOTA: El tri"ngulo est" construido al 50% de su tama#o.

Problema 4

n Calcula, aplicando el teorema de Pittgoras:

a) Los lados iguales de un tritngulo rectt¥ngulo is—sceles cuya hipotenusa mide 1.

b) La altura de un tritngulo equilttero de lado 1.

Haz todos los cflculos manteniendo los radicales.
Debes llegar a las siguientes soluciones:

A2 A3
x = A2

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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a)12=x2+x2 8 1=2x2 8 x2= = 8 x == 52
2 A2 2
2 =2 l)z 2 = l:g :Ai§
b)1c=y +(2 8 vy 1D4 7 8 vy 5
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1. Calcula tg a sabiendo que sena =0,39. Hazlo, tambiZn, con calculadora.

cosa = Al D cena)? = A1 D 0,39 =0,92

sena
a= =0,42
cosa

Con calculadora:s R 0,39 = ¢t = {¢Y¢“«00«|£‘¢‘ °)

2. Calcula cos a sabiendo que tg a = 1,28. Hazlo, tambiZn, con calculadora.

s2+c2=1 . ) .
9 Resolviendo el sistema se obtienes=0,79 y ¢ =0,62.
§¢c=1,28 3

Con calculadora:s £ 1,28=© = [¢Y\‘oo\¢¢¢¢‘£|}
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1. Sabiendo que el fngulo a estt en el segundo cuadrante (90 | <a<180j) y sen
a =0,62, calcula cosa y tg a.

cosa = PA1L P 0,62 = 0,78

0,62 _
tga = —E)O,78 =£0,79

2. Sabiendo que el fngulo a estt en el tercer cuadrante (180 j < a < 270j) y
cos a = b0,83, calcula sena y tg a.

sena = DAL b (0,83% = P0,56

£0,56
tga = W = 0,67

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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3. Sabiendo que el tngulo a estf en el cuarto cuadrante (270 j < a < 360j) vy

tg a =P0,92, calcula sena y cos a.

§c=80,92; ) , .
5. > 9 El sistema tiene dos soluciones:
sc+cc=13

. s=180,68; c=0,74
R s s=0,68: c = P0,74

C

Teniendo en cuenta d—nde estf el tngulo, la soluci—n es la primeraena = P0,68,
cosa =0,74

4. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla y ampl'ala para los ¥ngulos 210 i
225j, 240j, 270j, 300j, 315j, 330j y 360j.
0i []30i [{45i []60i [{90i [120i[[135i[{150[180;
sen| 0 1/2 A%/z AE‘-I/Z 1
cos| 1 5%/2 0
0 A’%/g b
Aycedate de la representaci—n de los $ngulos en una circunferencia goniomZtrica.
0i []30i [145i []60i [{90i [120i[] 135 [{ 150 [{180]]
[sen] 0 112 A%z By 1 Ay, A’§/2 2 o
- 1 A3/2 Ry 12 0 D12 PRY/» BA3/2 Pl
0A3/31A39m391m3/30
210 nzzsi H240i H2701H300i H315i 1330 [{360i |]
B1/2 mz/z PR, Pl BAY/, mz/z B2 0
RS, By, P2 0 12 Ryp, Ay, 1
g A 1 A o a8 b1 el o
Pfgina 106
1. Halla las razones trigonomZtricas del tngulo 2 397;:

a) Obteniendo la expresi—n del £ngulo en el intervalo [0 i, 360j).
b) Obteniendo la expresi—n del ¥ngulo en el intervalo (180 i, 180j].

c) Directamente con la calculadora.

a)2397i=6 a 360 + 237; b) 2397;=7 a 3609 b 123
sen2397j=sen237;= 00,84 sen2397j=sen(b123) = £0,84
c0s2397j= cos237; = D0,54 c0s2397; = cos(P123) = D0,54
tg 2397j=tg 237i=1,54 tg 2397 = tg (P123) = 1,54

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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2. Pasa cada uno de los siguientes ¥ngulos al intervalo [0 j, 360j) y al intervalo
(B180;, 180i]:

a) 396 b) 492 C) 645j d) 3895;j e) 7612 f) 1980;j
Se trata de expresar el tngulo de la siguiente forma:
k o Bk, donde ki 180j
a) 396; = 396; b 36Q = 36j
b) 492 = 492 B 36Q = 132;
C) 645j = 645 b 36Q = 285; = 285 b 36Q = D75
d) 3895j=3895; D 10 a 36p= 295; = 295 D 36Q = D65
e) 7612 = 7612 b 21 & 360= 52;
f) 1980j=1980;b 5 & 36p= 180;j

Cuando hacemos, por ejemplo,7612 = 7612 B 21 & 36Q Apor quZ tomamos 217? Per
que, previamente, hemos realizado la divisi—7612 / 360 = {***,¢¢...}. Es el co-
ciente entero.
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LENGUAJE MA TEM¢TICO

1. Di el valor de las siguientes razones trigonomZtricas sin preguntarlo a la cal -
culadora. DespuZs, compruZbalo con su ayuda:
a) sen (37 i 360; B 3Q) b) cos(B5i 360; + 120j)
c) tg(11 A 360j b 135) d) cos(27 fi 180j + 135j)

a) sen (37 a4 360 b 3Q) = sen (B3Q) = Bsen30j = D%

b) cos(B5 & 36p+ 120;) = cos(120}) = D%

c) tg(11 4360 b 135) = tg(P135%) =bxg 135j=1
d) cos(27 a 189 + 135;) = cos(28 & 189 b 18Q + 135)) = _
= cos(14 4 36Q b 45) = cos(P45) = cos45j = %

2. Repite con la calculadora estos ctlculos:
S 1P 10=°f £LEEEEELE)
s tiP2o={[[{ffffJ£%

Explica los resultados. AC—mo es posible que diga que el $ngulo cuya tangente
vale 1020 es 90; si 90 no tiene tangente?

Es un fngulo que difiere de 90 una cantidad tan peque—a que, a pesar de las mu
chas cifras que la calculadora maneja, al redondearlo da 90

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos 21
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1. Calcula las razones trigonomZtricas de 55
a partir de las razones trigonomZtricas de 35

sen 35; =0,57; cos 35j =0,82; tg 35j =0,70

¥55;=90; B35 ~ 55jy 35j son complementarios.

sen55j = cos35j = 0,82 j tq 55 = senb55j _ 82; =143

cosb5j = sen55; =0,57 cosb5j

. _ 1 _ 1
TambiZn tg 55j = 935 - 0.70 A1,4%

¥ 125 = 90; + 35j
senl125j = cos35; =0,82
cos125; = Bsen 35; = B0,57

¥145;=180; D35 ~ 145y 35j son suplementarios.

sen145j = sen35; = 0,57
cos 145 = bcos35j = 0,82
tg 145j = bxg 35; = B0,70

¥ 215; = 180 + 35§
sen215; = Bsen35j = 0,57
c0s215j = bcos35j = 0,82

tg 215 = tg 35j = 0,70

¥ 235j =270 b 35
sen235; = bcos 35 = P0,82
cos235i = Bsen 35; = 0,57

. sen235; _ Bcos35j _ 1 _ 1 _
tg 235i c0s235j Bsen 35j tg 35j 0,70 1,43

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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¥ 305; = 270; + 35§

sen305j = Bcos35j = 0,82
cos305j = sen35j = 0,57

sen305; _ Dcos35i 1 305:
tg 305i cos305;j sen 35;j 2 tg 35j b143

¥ 325; =360; B 35 (=D35§)
sen325; = Bsen 35j = 0,57
c0s 325 = cos35;=0,82

._ sen325; _ Bsen35j _ .
tg 325j = = = Ptg 35j = £0,70
9 ! c0s 325j c0s35j g 29i

2. Averigua las razones trigonomZtricas de 358 i, 156j y 342j, utilizando la calcu -
ladora solo para hallar razones trigopnomZtricas de tngulos comprendidos en -
tre 0 y 90;.

¥ 358 =360 B 3
sen358j = Bsen2j = £0,0349
c0s358j = cos2j =0,9994
tg 358 ¥ g 2j = P0,03492

g a5y SENTSEL - BN g
¥ 156; = 180 b 24

sen156j = sen24; = 0,4067

c0s156j = bcos24j = P0,9135

tg 156 = btg 24 = B0,4452

OTRA FORMA DE RESOLVERLD

156 = 90; + 66;j

sen156j = cos66i = 0,4067

cos156j = Bsen66j = D0,9135

tg156i= —oi = D1 - poass2

tg66j  2,2460

¥ 342j = 360; D 18
sen342j = Bsen 18 = 0,3090
cos342j=cos18j =0,9511
tg 342 = ftg 18; = £0,3249

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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3. Dibuja, sobre la circunferencia goniomZtrica, tngulos que cumplan las si -
guientes condiciones y estima, en cada caso, el valor de las restantes razones

trigonomZt

a)sena:D%, tga>0

c)tgb=b

a) sena =
tga >0

sena =

ricas:
_3 .
b) cosa—z, a > 90;j
1,cosb<0 dtga=2, cosa<0
B1/2<0 4 8 cosa<0 8 a Z3® cuadrante
3

bl1/2 g tga A 0,58

cosa A 0,86

a > 90v,

b) cosa =3/4 g 8 aZ 4. cuadrante

sena A D0,66 i tga AB0,88
cosa = 3/4 g

€) tgb:Dl<0§ 8 senb>0 8 b Z2jcuadrante
cosb <0
senb A 0,7 Jtgb=D1
cosb A 0,73

dtga=2>0 i g gena<0 8 aZ 3¢ cuadrante
cosa <0
sena A B0,9 jtga =2
cosa A P0,453
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1. Las siguientes propuestas estfn referidas a tritngulos rect¥ngulos que, en to -

dos los casos, se designan por

a) Datos: ¢ =32cm, B =57;. Calcula a.
b) Datos: ¢ =32cm, B =57;. Calcula b.
c) Datos: a=250m, b=308m. Calcula ¢y A.

d) Datos: a =35cm, A =32j. Calcula b.

e) Datos: a =35cm, A =32j. Calcula c.

a)cos B =

b) senB =

8 a=ccosB=17,43cm

8 b=csenB =26,84cm

olo o|p

ABC, siendo C el tngulo recto.

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos



c) c=Aa?+Db2 =396,69 m

tg/iz%:o,sl 8 A=39 357"
~ a a
dtgA=— 8 b=——=56,01cm
)9 b tg A
e)sen,&:i 8 c= aA = 66,05 cm
c senA

2. Para determinar la altura de un poste nos hemos alejado 7 m de su base y he
mos medido el tngulo que forma la visual al punto mis alto con la horizontal,
obteniendo un valor de 40 . ACutnto mide el poste?

B
p a tg40i:%8 a=7tg40;=587m
a0
b=7cm C

3. Halla el frea de este cuadrilftero. Sugerencia: Pirtelo en dos trifngulos.

83m
A‘198'83S 102j = 3978,13 n? D
1= 5 Yo aosenlisi= , 98 m
1 .
A225187a14&en481:10144,67n'? 146 m_—7/

El freaes lasumadeA; y A, 14122,80 n? 187

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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1.

Enun tritngulo  ABC conocemos A =68j, b=172m y a =183 m. Calculala
longitud del lado c.

_ C

AH =172c0s68j =64,43 m |

CH =172 sen~68i =159,48 m b=172m a=183m

HB = Aa2 DCH2 = 89,75 m ;

c=AH + HB = 64,43 m + 89,75 m = 154,18 m A ! 5
H

. Enuntritngulo MNP conocemos M =32j, N =43j y NP =47 m. Calcula

MP.
PH p—
sen43j = a7 8 PH =47sen43;=32,05m P
PH — PH 32,05 :
32j=— 8 MP= = =60,49 ! ¢ 43!
Sensei MP sen32j sen32j m M 32 H N

. Enuntritngulo ABC conocemos a=20cm, c=33cm y B =53j. Calculala

longitud del lado b.

BH = a cos53j = 12,04 cm
CH = asen53j=15,97 cm
HA = cBBH =20,96 cm

b = ACH2 + HAZ = 26,35 cm
. Estamos en A, medimos el c
tngulo bajo el que se ve el (oo
edificio (42 j), nos alejamos oo
40 m y volvemos a medir el ES
tngulo (35 j). ACutl es la altu- oo
ra del edificio y a quZ distan - 0o
cia nos encontramos de ZI? oo
Observa la ilustraci—n: E E
oo
oo
oo
0o 42s 35
A<dom P

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos



tg421ZE 8 h=dtg42j

d :
h 5 8
t935|:m 8 h:(d+40)t935|§
e ) _ 40tg35;
8 dtg42j=(d+40)tg35 8 d= —tg 42 Dig 35 139,90 m

h=dtg42j=12597m

La altura es 125,97 m. La primera distancia es 139,90 m, y ahora, despuZs de alejarnos
40 m, estamos a 179,90 m.
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1. Repite la demostraci—n anterior en el caso de que B sea
obtuso. Ten en cuenta que:

sen (180; BB) =senB

o
o
I

bsenA=asenB 8 _ -
s A sen B

2. Demuestra detalladamente, basindote en la demostraci—n anterior, la siguien -
te relaci—n:
a _ ¢
senA  senC

Lo demostramos para C Fngulo agudo. (Si fuese un tngulo obtuso razonar'amos
como en el ejercicio anterior).

Trazamos la altura h desde el vZrticeB. As’, los tritngulos obtenidos AHB y CHB
son recttngulos.

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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Por tanto, tenemos: senA =

senC =

csenA=asenC
_a __c

smA s C

Pfgina 115

3. Resuelve el mismo problema anterior (  a=4cm, B =30;) tomando para b los si-
guientes valores: b=15cm, b=2cm, b=3cm, b=4cm.

Justifica grificamente por quZ se obtienen, segcen los casos, ninguna soluci—n,
una soluci—n o dos soluciones.

¥b=15cm

30!

a=4cm
Almposible, puessenA Z [D1, 1] siempre!

No tiene soluci—n. Con esta medidab = 1,5cm, ellado b nunca podra tocar al
lado c.

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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= _ 8 4 -2 8 senA=

— — = =1 8 A=90;
san A san B san A sen 30j

4405
2

Se obtiene una cenica soluci—n.

¥b=3cm

4A = 3 8 SEHAZMZO,% 8 h;
ssm A sen30j 3 £A =

i A =41j 48'37,1"
A, =138 11'22,9"

b=3cm

30! |

a=4cm

Las dos soluciones son vilidas, pues en ningoen caso ocurre qué + B > 180;.

¥b=4cm

4 -4 g senA=
sen A sen30j

a=4cm

La soluci—nA, = 150; no es vilida, pues, en tal caso, ser'aA + B = 180;. Aimposible!

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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4. Resuelve los siguientes tritngulos:
a)a=12cm; b=16cm; c=10cm b) b=22cm; a=7cm; C =40j
cga=8m; b=6m; c=5m d) b=4cm; c=3cm; A =105;

e)a=4m; B=45; y C =60; ) b=5m; A=C =35

a)¥a2=b2+c2D DbccosA
12=162+10°D 2 416 4 160sA
144 = 256 + 100 D 32@os A 12 cm

&~ _ 256+100D 144 _
COsA = 320 =0,6625

A =48; 30' 33" C

10 cm

16 cm

¥b2=a2+c2D 2Zc cosB
256 = 144 + 100 D 2 4 12 4 1OsB

= 144 + 100 b 256 _
cosB = 40 = P0,05

B = 92; 51' 57,5"

¥A+B+C=180; 8 C=180;PAPB
C=38; 37'29,5"

b)¥c2=a2+b2D 2ab cosC
c2=72+222P 247 &220s40j =
=49 + 484 b 235,94 = 297,06
c=17,24 cm

a _ ¢ 8 7 _ 17,24 22 em

smA s C sem A sen40j

7 sen40;j
17,24

¥

senA = =0,26

A3

~ A =15 7443" ' B
£A,=164 52'15,7" 8 No vilida C 7cm
(La soluci—nA, no es vilida, pues A, + C > 180)).

¥ B =180 B(A +C) = 124j 52' 15, 7"

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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c)¥a2=Db2+c2D DccosA A
64=36+25D2464a6osA 5cm

S 6 cm

A =92 51'57,5" 8cm
¥b2=a2+c2P2accosB
36=64+25D2484a6osB

cosB = %3936: 0,6625

B = 48j 30' 33"
¥ C=180; B(A + B) = 38j 37' 29,5"

(NoTA: Compirese con el apartado a). Son trifngulos semejantes).

d)¥a2=b2+c2P bccosA = B
=16+9PD24a4a8os105j=231,21 C

a=559m 3cm

¥ 2 _=_Db O

smA seB A
559 _ 4

sen105;j s B

4 4sen105;j
5,59

4 cm

senB = =0,6912

B B, = 43j 43'25,3"
£B,=136{ 16'34,7" 8  No vilida
(La soluci—nB, no es vilida, pues A, + B, > 180)).
¥ C=180; B(A + B) = 31 16' 34,7"

e)¥A =180 B(B +C) = 75j

y_ 2 - b _
sen A sen B
4 _ b
sen75j sen45;
4 asen45;j
b= —————=293m
sen75j
¥ a — = c — 8 4 - C
smA saC sen75j  sen60;j
_ 4asen60j _
¢~ “sen7s 359 m

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos 31



32

f) ¥ B =180 B(A +C) = 110;

¥ b = a S = a
s B s A sen110j sen 35j
_ 5asen35j _
&= “sen110; 3.05m

¥Como A=C 8 a=c 8 c=3,056m

5. Las bases de un trapecio miden 17 cmy 10 cm, y uno de sus lados, 7 cm. El

¥ngulo que forman las rectas sobre las que se encuentran los lados no parale -
los es de 32j. Calcula lo que mide el otro lado y el trea del trapecio.

¥ Los tritngulos APB y DPC son semejantes,
luego:

X _x+7
10 17

8 1mx=10(x+7) 8 x=10
Aplicando el teorema del coseno en el trifngu
lo APB tenemos:

Ab2 = x2 + y2 P Xy cos32;

107 =10+ y2 D 2 4 19 4cos 32;

0=y2D 16,9
iy=0 8 Novitlido
&y =16,96 cm

De nuevo, por semejanza de tritngulos, tenemos:
A Dt 10 _ 17 14
XF‘B‘F 8 1696 - 2+ 16.96 8 10(z +16,96) =17 416,96

10z = 118,72 8 2z =11,872 cm mide el otro lado, ND del trapecio.

¥ Como PDC es un tritngulo is—sceles dondelglC = é\b: 17 cm, entonces:
D=32 8 sen32j= 2 ~ h=1z4&asen32j=11,872 &en32j A 6,291
As’:

creancn= 2 ah = 27210 46,201 = 84,93 o

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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. Unbarco B pide socorro y se reciben sus se—ales en dos estaciones de radio, A
y C, que_distan entre s’ 50 km. Desde las estaciones se miden los  sjguientes 1n -
gulos: BAC =46j y BCA=53j. AA quZ distancia de cada estaci—n se encuentra
el barco?

B =180 b 46 B 53 = 8],

B
460 53
A
50 km c

y aA _ bA 8 a-= bsenAA _ 50 asen46j = 36,4 km

smA se B s B sen8l;j
y ¢ - b g -bsaC_508enS3i _ 5,

smC seB sa B sen8l;j

Para hallar la altura de un globo, realizamos las
mediciones indicadas en la figura. ACufnto dista el
globo del punto  A? ACuznto del punto B? AA quZ al
tura estt el globo?

AGB =180; B 73 D 63 =45

b _ 20 _ 20 asen63j _ .
Sen63;  sen4s 8 b= ~send5 25,2 m dista el globo del punto A.
a _ 20 _ 204&sen72j _ .
sen72 ~ sen4s 8 a= sends 26,9 m dista el globo del punto B.
¥ sen75j = % = %2 8 x =25,2asen75j = 24,3 mes la altura del globo.

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
Relaci—n entre razones trigonomZtricas

1 |Calcula las demts razones trigonomZtricas del $ngulo a (0j <a <90j) uti -
lizando las relaciones fundamentales:

_R _R A
a)sena—2 b)cosa—2 c)tga—2
d)sena:% e)cos a=0,72 fltga=3
a)ssm?a+cosfa=1 8 (% +cos2a=1 8 coszale%:Z 8

1
8 cosa-= >
_sena _ A32 _ «=
9a="osa = 112 =3
A2 |2 2 1 1 R
b)sen?a + )1 8 sm?a=1D2=21 g sena:¢:&
2 472 o 2
~N
A2/2
tga =—f—=
A2/2
) =1+tg?a 8 L —1+@2 8 L 7 8
cos?a g cos?a 2 cos?a 4
2 2 A7
8 cosca= 8 cosa=— 8 cosa=-—
A7
2/7\2 3 A3 Ro1
sm2a=1D[—| == 8 sena:—Nﬁr:&
7 7 A7
3|2 55 Ass
20 = = 24 =22 = 2o
d) cosc a 19(8) 8 cosca o4 8 cosa 8
gaz 8 - 3A55

Ass/8 55
e)sen2a=1D(0,72f 8 sa2a=04816 8 sena =0,69

0,69 _

tga = ﬁ =0,96

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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~—

1 1 0

=1+32 29 =— = ==

f) P 1+3° 8 cos“a 10 8 cosa o 10
1 3 A0
Sﬂ']zale—:i 8 Sena:—:ﬂ
10 10 A10 10

2 | Sabiendo que el tngulo a es obtuso, completa la siguiente tabla:

0,92 0,5
cosa £0,12 0,8

0,75 b4

sena| 092 06 099 06 05 096
cosa | 0,39 B0,8 0,12 B0,8 0,87 £0,24
B2,36 B0,75 B8,25 £0,75 £0,57 D4

a b ¢ d e 9

a)ssm?a +cosa=1 8 092+cos2a=1 8 <cos?a=1D0,92

cos?a =0,1536 8 cosa =P0,39
7
aobtuso 8 cosa<O0
tga = €N -p2 36
cosa

(Se podr’an calcular directamente con la calculadoraa = sen®10,92, teniendo
en cuenta que el fngulo estf en el segundo cuadrante).

b) 12 =1+tg?a 8 12 =1+0,56258 cos?a=0,64 8 cosa=£0,8
cos? a cos? a

tga = % 8 sena =tga acosa = (P0,75) 4£0,8) = 0,6

c)sm?a=1Dcos?a =1D0,0144=0,98568 sena =0,99

sena 0,99
tga = = = P8,25
g cosa P0,12

dyssm?a=1DPcos?a=1D0,64=0,36 8 sena=0,6
tga=>">"= = 22— =0,
(NoTA: es el mismo tngulo que el del apartado b)).

e)cosla=1Psan?2a=1D0,25=0,758 cosa =50,87

sena 0,5
= = =P0,57
cosa P0,87

tga =

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos 35
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f) 12 =1+tg2a=1+16 8 «cos?a=0,059 8 cosa =£0,24
cos? a

sena =tga acosa = (b4) 4 £0,24) = 0,96
Halla las restantes razones trigonomZtricas de  a:
a) sen a = B4/5 a < 270j
b) cos a =2/3 tga<0

c)tga=bD3 a < 180;j
i sena <0
a)sena <0 i g 57 3ercyadrante 8 gcosa <0
a<270 a Etga>0
24 = 2=1p26 -9 -p3
¥cosca=1bsen“a 1925 5 8 cosa DS

sena _ P4/5 _ 4

b) cosa > Ogg 8 sena<0 8 aZ 4. cuadrante

tga <0
¥sm2alecoszale%:% 8 sena:D%
¥iga = SN2 :BAE

cosa 2

¢)tga <0 g 8 aZ 2.cuadrante 8 Esena >0
a < 180 cosa <0

y 1 =tg2a+1=9+1=10 8 cos?a = -L 8 cosa:D@

cos? a 10 10
_ sena _ . _ A10| _ 3A10
¥tga = 8 sena =tga acosa = (EB) (Dl—o) =0
Expresa con un tngulo del primer cuadrante:
a) sen 150;j b) cos 135;j c) tg 210;j
d) cos 225;j e) sen 315j f) tg 120
g) tg 340;j h) cos 200;j i) sen 290;j

a)150i=180; B3Q 8 senl150;j=sen30j
b) 135;=180; D45 8 c0s135j=Dbcos45j

- ' ) ._ sen210j _ £sen30j _ .
c) 210ij=180; + 30; 8 tg 210; 05210; Bcos30; tg 30j

d) 255j=270; B15 8 c0s255j=Bsenl5;j

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos



e)315;=360 D45 8

f) 120; =180 b6Q 8 tg120ij=

TambiZn 12Q =90; + 30; 8

g)340; =360 D2Q 8 tg340j=

h) 200j = 180; + 20; 8
i) 290j=270; +20; 8
(TambiZn 29Q =360 D 7Q 8

5 |Si sena =0,35 y a <90j, halla:
a) sen (180 ba)
d) sen (360 ba)
a)sen(180; ba) = sena =0,35
b) sen(a + 90;) = cosa
ssm?a+cos’a=1 8
8 sen(a +90j)=cosa =0,94
c) sen(180; + a) = bsena = P0,35
d) sen(360; ba) = bsena = B0,35

f) sen(360; + a) = sena =0,35

6 |Sitga=2/3 y 0< a<90j, halla:

a)sen a
d) sen (180 ba)

b) cos a

sena
ajtga=>2>2%= 8
)19 cosa

sena =tga acosa = 2 a 3A13

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos

b) sen (a + 90j)
e) sen (90 ba)

cos?a =1P0,35=0,8775"

e) cos (180j +a)

3 13

sen315j = Bsen45;j

sen120j _ sen6o;
co0s120;j Pcos60;j

= Ptg 60;

._ senl20; _ bcos30j _ 1
120j = = =b
tg 120i €c0s120;j sen30j tg 30;j
sen340; _ Bsen20j _ .
c0s 340;j c0s20;j Blg 20i

c0s200j = Bcos 20;j
sen290; = Bcos20;j

sen290j = Bsen 70j)

c) sen (180j +a)
f) sen (360j +a)

48

cosa A 0,943

e) sen(90; ba) = cosa = 0,94 (calculado en el apartado b))

c) tg (90 ba)
f) tg (360 ba)

sena =tg a 4cosa

_ 2A13
13

4
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3A13

b) Calculado en el apartado anterior: cosa = 3

¢) tg (90; Pa) = S€N(Q0i Ba) _ cosa _

3
cos(90; Pa) sena 2

d) sen(180; ba) = sena = %
e) cos(180; + a) = becosa = %

f) ta (360: Da) = _SeN(360 Pa) _ Bsena _ o 5 - p2
) 19 (360 ) cos(360; ba) cosa g 3
Halla con la calculadora el ¥ngulo  a:

a)sena =b0,75 a < 270;j

b) cos a =P0,37 a > 180;j

c)tga=1,38 sena<0

d)cosa=0,23 sena<O0

a) Con la calculadora 8 a =D48i35' 25"7 4. cuadrante

isena <0

Como debe ser% <270 g 8 aZ 3 cuadrante
a

Luego a = 180; + 48; 35' 25" = 22§ 35' 25"

b) Con la calculadora: 11} 42'56,3"

aZ 3£ cuadrante

cosa <0 g 8
a =360 b 11} 42'56,3"

a > 180G

8 a =248 17'3,7"

c)tga =1,38> Og; cos<0 8 aZ 3 cuadrante
sena <0

Con la calculadora: tgP11,38 = 54 4'17,39"
a =180; +54j 4'17,39" =234 4'17,4"

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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d) cosa =0,23>0

g 8 aZ 4. cuadrante
sena <0

Con la calculadora; cosP10,23 = 76 42' 10,5"
a =b7q6 42'10,5" =283 17' 49,6"

Resoluci—n de tritngulos rectfngulos

8 |Resuelve los siguientes tritngulos rectingulos
da de todos los elementos desconocidos:

a)a=5cm, b=12cm. Halla c, A, B.
b)a=43m, A =37]. Halla b, c, B.
c)a=7m, B=58. Halla b, c, A.

dyc=58km, A=71j. Hallaa, b, B.

a)c2=a?+b2 8 ¢2=52+122=169 8
tgAzl%:o,416 8 A=2237'115

B =90 D A=67j 22'48,5"

b) B = 90; b 37 =53
43 43

senA:T 8 C:W:71,45m
~ _ 43 _ 43 _
tg A= b 8 b——tg37i 57,06 m

c) A=90; D58 =32
7 _ 7
c 8 c¢= cos58i =13.2m

th=% 8 b=7atg58j=112m

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos

-
N

( C =90j) hallando la medi -

c=13cm

A
12 cm c
c 5cm
A
37.
c
b
c a=43m
A
c
b
c 58
a=7m

4
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Si queremos que una cinta transportadora de

d) B=90; B 7% =19

sen/f\:% 8 a=58asen7lj=548km bA ¢ =58 km
b CBB

b =5,8 4&cos71j = 1,89 km a

25 metros eleve la carga hasta

una altura de 15 metros, AquZ tngulo se debert inclinar la cinta?

senA=>2=06 8 A=36j52 11,6" 3
115 m

I\)|H
gllo

Una escalera de 2 m estt apoyada en una pared formando un tngulode 50

10
con el suelo. Halla la altura a la que llega y la distancia que separa su base
de la pared.
sen50j = % 8 h=153m
cos50j = % 8 d=129m
11 |Ellado de un rombo mide 8 cmy el tngulo menor es de 38 j. ACutnto miden

las diagonales del rombo?

y 8 y=84asenl9j=26cm 8 d=52cm

senl9j = s
cos38j = % 8 x=84acosl9i=76cm 8 D=152cm

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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UNIDAD 4

12 : Calcula la proyecci—n del segmento  AB =15 cm so-
§ bre larecta r en los siguientes casos:
a)a=172j b) a = 50j
. Cals.
%o BO c) a = 15j d) a = 90;
— m AR — -
a)cosa=—=—— 8 AB'=15c0s72j=4,64cm

AB
b) AB' = 15 cos5j = 9,64 cm

c) AB' =15 co0s15j = 14,49 cm
d) AB" = 15¢c0s90j =0 cm

13 |a) Halla la altura correspondiente al lado AB en cada uno de los siguientes

tritngulos:
® (éD () B
¢ 25 28 cm
AN A
A 22 cm B A~ 15cm B A Toem C

b) Halla el frea de cada tritngulo.

h
a)l) sen28i=ﬁ 8 h=798cm

h
Il) sen32j = 25 8 h=13,25cm

h
lll) sen43; :E 8 h=8,18cm

2247,98

b)) A=—————=87,78 cn?
15 413,25
) A= aT ~ 99,38 cn?
Ny A = %8: 114,52 cr?
14 |En el tritngulo ABC, AD es la altura relativa A
al lado BC. Con los datos de la figura, halla 3em/
los fngulos del tritngulo  ABC. i2cm
=]
B D«—42cm—C

.2 . “- .
En @D: senB = 3 8 B =41 48'37"; BAD =90; bB =48; 11' 23"

En ADC: tgC = 25 8 C = 25; 27' 48"; DAC = 64j 32' 12"

cngulos: A =112} 43' 35"; B = 41j 48 37"; C = 25; 27' 48"

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos a1
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15

Desde un punto P exterior a una circunferencia de 10 cm de radio, setra -
zan las tangentes a dicha circunferencia que forman estre s’ un tngulo de

40j.

Calcula la distancia de P a cada uno de los puntos de tangencia.

A

[7

0!

B
10

En (‘fAP:tgzoi:ﬁ 8 AP =2747cm

Distancia de P a cada uno de los puntos de tangencia: 27,47 cm

Ptgina 123

16

17

Teorema de los senos

Calcula a y b eneltritngulo ABC enelque: A =55, B=40j, c=15m.
C

C =180, D (55 + 40;) = 85
50 40

A 5m B

a c a 15
senA ~ senC 8 sen55;  sen8s; 8 a=1233m

b ¢ b 15
senB  senC send0; _ sengs; ° P=9.68m

Halla el tngulo C yellado b en el tritngulo ABC en el que: A = 50j,
a=23m, c=18m.

a c 23 18
— = — 8 = —
senA senC sen50i senC
. 184 :
b 23m 8 senC= 18 asen50i as;n 50i 8
8 C =36j 50' 6" (Tiene que ser C < A)
A B
18 m

B=180 D A +C) =93 9'54"
_a 8 b= 23 asen93j 9' 54"

(o3

8 b=2998m

senB  senA - sen50j

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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19

20

21

UNIDAD
Resuelve los siguientes tritngulos:
a) A = 35j C = 42; b=17m
b) B = 105j b=30m a=18m
N b a 17 asen 35;j
a)B =180; b (35 + 42j) = 103;; — = — 8 a=——-—=10m
) O B (39 ) " senB ~ senA sen103;j
bA: CA 8 C:17as—en421 8 ¢=11,67m
senB senC sen103;
b ~ 1834 105;j ~ ~
b =—2 8 senA=-"NPI g R =35 259" =239 3451"
senB  senA 30
bA _ cA 8 C:SOasen39i 34'51 8 ¢=19.79m
senB senC sen105;j

Dos amigos situados en dos puntos, A y B, que distan 500 m, ven la torre
de unaiglesia, C, bajo los tngulos BAC=40j y ABC=55j. AQuZ distancia
hay entre cada uno de ellos y la iglesia?

C =180 D (4qQ + 55) = 85i

a 500
sen40j sen85j 8 a=32262m
b _ 500

8 b=41114m

500 B senb55; sen85j

Teorema del coseno

Calcula a eneltrifngulo ABC, enelque: A=48j, b=272m, c=153m.

B a2=Db2+c2 D Dc cosA
15,3 m p .
a a2=272+15¥PD24272a 15&s48; 8
48
\48° _
A 27.2m C 8 a=2042m

Halla los tngulos del trifngulo ABC enelque a=11m, b=28m, c=35m.

c 112=282+32 D2 428 4360sA 8
11m 28 m
8 CcosA = 280 +37D 1% 8 A =15 34' 41"
B 3Em A T 2428435 -
. . 112+3% D28 .
282=112+32P24114360sB 8 cosB=—————""'8 B =43 7'28"
2411435

C=180 DA +B) 8 C =121 17'51"

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos

La distancia de A a la iglesia es de 411,14 m, y la de B a la iglesia, 322,62 m.

4
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Resuelve los siguientes tritngulos:

a) b=32cm a=17cm C = 40j
b) a = 85 cm c=57cm B = 65j
c)a=23cm b=14cm c=34cm

a)c2=32+17”D243241%0s40; 8 c=21,9cm
172=32+21,$D2432421680sA 8 A =29 568"
B=180; PA+C) 8 B =110 352"

b) b2 =85+ 572D 2 4 85 4 5Z0s65; 8
572=852 + 79,82 D 2 485479,8fsC 8
A=180 DB +C) 8 A =74 41'55"

b =79,87 cm
C = 40; 18'5"

=30; 10' 29"

C)2X=142+32D24al44a3dosA 8 A
B = 17; 48' 56"

1R =2F +382P24a2343dosB 8

C=186DA+C) 8 C=1330 35"

Desde la puerta de mi casa, A, veo elcine, C, que estf a 120 m,y el kios -
ko, K, que estf a 85 m, bajo un tngulo CAK =40j. AQuZ distancia hay en -
tre el cine y el kiosko?

C
a?=120¢ + 8% B 2 4 120 & 8560540
120 m a
a=77,44 m es la distancia entre el cine y el kiosko.
/)
AT gm K

Resoluci—n de tritngulos cualesquiera

Resuelve los siguientes tritngulos:

a)a =100 m B = 47j C = 63j
b) b=17 m A =70; C = 35
c)a=70m b=55m C =73
d)a=122m c=200m B = 120j
e)a=25m b=30m c=40m
f)a=100m b=185m c=150m
g)a=15m b=9m A = 130;
h) b=6m c=8m C =57

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos



a)¥A=180; B(B +C) =70j C

y_a _-_b g 2
senA senB b

100 _ b
sen70;j sen4’v;

8 b= 100 asen47i _ 77.83m
sen70;j
100 _ c 8 _ 100 asen63;j
sen70;j sen63j sen70;j

=94,82m

b)¥ B =180 (A +B) = 75

17 _ a _ 17 4sen70j _

sen75;  sen70j 8 " sen75j 16,54 m
17 _ c _ 17 asen35j _

sen75;  sen35j 8 c= sen75i 10,09 m

C)¥c2=702+552D2470455@s73j=5673,74 8 c=753m
¥702=552+75,3292é55é75,3(ﬁ)s,& 8

8 coshz 5P+ 752D 70
24554753

¥ B =180 (A +C) =44 16' 10,6"

=0,4582 8 A =62] 43 49,4"

d) ¥ b2=122°+200° D 2 4122 4200cs120i=79284 8 b=2816m

—~ —~ 2 2 2
¥a2=b2+c2D DbccosA 8 cosA=b+2+Da

8 cosA= 28LE+ 2007 122
2 4281,6 4200

¥ C=180 B(A +B) =37 58' 555"

=0,92698 8 A =22 1'54,45"

e)¥ a2=hb2+c2D DbccosA 8

2bc 2430440

¥ cosf = 82+ c2Db? _ 25 + 407 D 36
2ac 2425440

¥ C=180; D(A +B)=92j 51'57,6"

=0,6625 8 B =48j 30' 33"

~ 2 2 2
f) ¥ cosA = b® + c* ba

¥ C=180; D(A +B) = 54 2' 38,9"

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos

~ 2 2 2 ~
8 cosA=DbZ+c’Pa® _30+4PD28 _ 52415 g A =3g 37 204"

= 189+ 15D 106 _ 584189 g A =32; 39' 34,4"

2bc 241854 150
~ 2 2 2 ~
¥cosB= 22+ C2Db? _ 100+ 15D 188 _ 44575 g g =93 17'46,7"
2ac 2a100a150

4
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25

9 4sen130j

15 _ 9 5 — —
V¥ et = g © SNB- ST = 04596 8
i él 27; 21' 46,8"
8 ¢ .
£ B, =152 38'13,2"
La soluci—nI_S,2 no es vilida, pues A + B, > 180;.
¥ C=180; D(A +B) = 22j 38'13,2"
15 _ ¢ _ 154&senC _
sen130i  genC 8 ¢= sen 130j 7>4m
hy 8 _=_6 g geng=088SeN57i _ggr99 g
. B, =38 58 35,7"
8 ¢ .
£ B, =141 1' 24,3"

La soluci—nl_3>2 no es vilida, pues C + B, > 180;.

¥ A=180 B(B +C) =84 1'24,3"
8 a 8 a—M:915m

sen57j sen A sen57j

PARA RESOLVER

Una estatua de 2,5 m de alto estt colocada sobre un pedestal. Desde un
punto del suelo se ve el pedestal bajo un tngulo de 15 | y la estatua, bajo
un tngulo de 40 j. Calcula la altura del pedestal.

7F
X X
tgl5ij== 8 = o]
I y Y tg 15i a X 2,5 +X
98 ==
tg55;= 22F*X g - 25%X o tg 15;  tg 55i
Ty t955; 9
_ . . _ 25agl5 _
8 xtgbh5 =2,5tg15 +xtg 15 8 X 1955 Pig 151 0,58 m (el pedestal)
25m
“_

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos



26 | Un avi—n vuela entre dos ciudades,

UNIDAD

A y B, que distan 80 km. Las visuales des -

deelavina A ya B forman $ngulos de 29 iy 43j con la horizontal, respecti -
vamente. AA quZ altura estt el avi—n?

V (aviln)

h=

._h _h
tgzgl—; 8 X_W

—_h _ 801g 43i bh_
19 43i 80 bx X tg 43

h _ 80tg43iPh - o |
tg29; g 43] 8 htg43j=80tg43jtg29; Phtg29; 8

80tg 43itg 29 _ 27 8 km

tg 43 + tg 29j

27 |Halla el lado del oct—gono inscrito y del oct—gono circunscrito en una cir -

cunferencia de radio 5 cm.
‘ ) 22+ 30

A

\ )

\; A/

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos

w

60;
8 = 45

X
5 sen22i30'=¢ 8 x=19lcm

X Lado del oct—gono inscrito:
| =3,82cm
tg22i30'=L 8 y=207cm

5

( \ Lado del oct—gono circunscrito:
5"\ 2230 1= 4140m
y

4
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28

29

Calcula los lados y los $ngulos del trifngulo  ABC.

C

* En el trifngulo rectfngulo ABD, halla A I\% y LJJB En BDC, halla C y Ij\l: Para
hallar B, sabesque A +B +C =180j.

¥ En ABD:
_ 3 L. 3 _
cos50;j —;&E 8 A\g = 0s507 4,7 cm
tgsoiz% 8 %=3t950i=3,6cm
¥ En BDC:
senC = é*% - @ A05143 8 C=30; 56' 59"
COSC:BICT 8 DE=74cosCA6cm

¥ As’, ya tenemos:

A = 50; a=7cm
B-18G D(A+C)=99{ 31" b=Ab+Dt=9cm
C = 30; 56' 59" c=4,7cm

En una circunferencia de radio 6 cm trazamos una X
cuerda AB a 3 cm del centro.

Halla el ¥ngulo AOB,

* Eltritngulo AOB es is—sceles.

P B

3cm
6cm

P =3cm

8% 6 om sop=3-L 5
OB=6cm) 8 cosPOB=E=E 8 POB=60] 8
OPB = 90; 3

8 AOB=24POB =2 460 = 120;

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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UNIDAD | 4

30 |Para localizar una emisora clandestina, dos receptores, A y B, que distan
entre s’ 10 km, orientan sus antenas hacia el punto donde est} la emisora.
Estas direcciones forman con  AB fngulos de 40 j y 65j. AA quZ distancia de
A y B se encuentra la emisora?

10 km
E =180 B(A + B) = 75
Aplicando el teorema de los senos:
a __ 10 _ 10 4sen40j _ .
sen40j  sen75j 8 T sen75; = 6,65 km dista de B.
b __ 10 _ 10 4&sen65; _ .
sen65]  sen75j 8 =~ sen75; =9,38 km dista de A.

31 |Enun entrenamiento de faetbol se coloca el bal—n en un punto situadoa 5 m
y 8 m de cada uno de los postes de la porter’a, cuyo ancho es de 7 m. ABajo
guZ tngulo se ve la porter'a desde ese punto?

A (porterla)
b=7m

B (balen)
Aplicando el teorema del coseno:
b2=a2+c2D 2ac 4cosB 8

~ 2 2 2 2 2 ~
8 cosB=d°tcC?Bb?_ B+58D? _455 g pgogp
2ac 2a8ab5

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos 49
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Pfgina 124

32

Calcula el freay las longitudes de los lados y
de la otra diagonal:

* BAC =ACD =50j. Calcula los lados del trifngu -
lo ACD vy su frea. Para hallar la otra diagonal,
considera el tritngulo ABD.

¥ Los dos tritngulos en que la diagonal divide al paralelogramo son iguales.

Luego bastart resolver uno de ellos para calcular los lados:

B a
\_—1C
c
18 m
/>
A
B =180 B(A +C) = 110;
a _ 18 _ 18 asenb0j _
sen50;  senl110j ~ senll0j =14,7m
c _ 18 _ 18 asen20; _
sen20;  senl110;j 8 c¢= sen110j 6.6m

As’: A}g:éjD:c:B,Gm
é\b: &5 =a=14,7m
Para calcular el frea del tritngulo ABC:

sen50i:% 8 h=casen50; 8

18 4 6,6 &en50;j

_ 184h _ 18 é4c asen50; _ _
8 Greangc= > = > L= > = 45,5 n?
El trea del paralelogramo sert:
Creagep =2 & ¢regg.=24455=91m
¥ Para calcular la otra diagonal, consideremos el tritnguloABD:
B( 777777777777777777777777777
A = 50; + 20; = 70; 6.6m
70
A D

14,7 m

Aplicando el teorema del coseno: 5
BD2=6,6+ 142D 2 46,6 4 14,7cds70; A19328 8 BD =13.9m

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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UNIDAD 4

33 | Dos barcos parten de un puerto con rumbos distintos que forman un £ngu -
lo de 127 j. El primero sale a las 10 h de la ma—ana con una velocidad de 17
nudos, y el segundo sale alas 11 h 30 min, con una velocidad de 26 nudos. Si

el alcance de sus equipos de radio es de 150 km, Apodrin ponerse en contacto
alas 3 de la tarde?

(Nudo = milla/ hora; milla= 1850 m).

A

127.
P

La distancia que recorre cada uno en ese tiempo es:
Barco A 8 IIJ\‘A= 1741850 m/ha5h=15250 m

BarcoB 8 |5\i3 =26 41850 m/h 43,5 h = 18350 m
Necesariamente,“?, > Ig\IA y ,“3 > INB luego:
/N3 > 168350 m

Como el alcance de sus equipos de radio es 18000 m, no podrin ponerse en
contacto.

(NoTA: Puede calcularse NB con el teorema del coseno 8 /NS =291432,7 m).

34 |Enunrectingulo ABCD delados 8 cmy 12 cm, se traza desde B una per -
pendicular a la diagonal AC, y desde D, otra perpendicular a la misma dia -
gonal. Sean M y N los puntos donde esas perpendiculares cortan aladia -
gonal. Halla la longitud del segmento ~ MN.

A 12 cm B
\\\\ N ////
\ /" |8cm
, M
D C

* Eneltrifngulo ABC, halla C. Enel tritngulo BMC, halla M R{: Ten en cuenta que:
Wfboolt

Los tritngulos AND y BMC son iguales, luego AI}{I = M'\t

Como M'*I = Al\é DA'}{I DM'\b entonces:

W= Lo alt

Por tanto, basta con calcular AI& en el trifngulo ABC y M'\b en el trifngulo
BMC.
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¥ En EBC:

A2 =82+ 122 = 208 (por el teorema de Pitfgoras) 8 At = 14,4 cm
Calculamos € (en ABC):

tg C= %2 =15 8 C=56; 18'35,8"

¥ En BMC:

cos@ = TC 8 Mt=8acos(s6i 18 35,8") = 4,4 cm

Por celtimo: Mﬁkl = A’%D ZMI% =144D24a4,4=56cm

Halla la altura del frbol QR de pie inaccesible y mis bajo que el punto de
observaci—n, con los datos de la figura.

Llamemos x e y alas medidas de la altura de las dos partes en que queda dividi
do el trbol segoen la figura dada; y llamemosz a la distancia de P al frbol.

tg48i=> 8 x =z atg 48] g
Z o

98

30i=—X_ 8 x=(z+50)1tg30 g
tg ) = g in

8 z4atg48i=(z+50)tg30; 8

50tg 30;j

8 zAlg48i=7 4930 +504g30i 8 7= AL

=54,13 m
Sustituyendo en x = z atg 48j = 54,13 &g 48 = 60,12 m =x
Para calcular y: tg 20j = % 8 y=2z4tg20j=54,134920j=19,7m

Luego: 6‘R: X +y =79,82 m mide la alturadel frbol.

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos



36 |Calculala alturade QR, cuyo
pie es inaccesible y mts alto
gue el punto donde se en -
cuentra el observador, con los

datos de la figura.

tg 32j = 8

_Xx
z +50

Para calcular y:

37 |Explica si las siguientes igualdades referidas al tritngulo

deras o falsas:

1) a= b_
sen A
3) C:LA
tgC

5)tgBatgC=1

7) sen B Bcos C =0

9) b=—S—
tg B

1) senBacos € =1

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos

tg (18 +22i):tg401:§ 8 x=2zatg40j 2

X = (z +50) tg 32j

8 z4atg40j=(z+50)tg32j 8 z=

tngi:% 8 y=zatgl8j=
= 145,84 &g 18j = 47,4 m l
Por tanto:

]

Llamemos x a la distancia del punto mis alto a la I'nea horizontal del observa
r; y, aladistancia de la base de la torre a la misma I'nea; y z, a la distancia
P, como se indica en la figura.

7
o
8
o
o

!

50 tg 32

tg40; big 3z, _ 4>84

Sustituyendo en x = z atg 40 = 145,84 &g 40; = 122,37 m

(5'R= X By =74,97 m mide la altura de la torre.

CUESTIONES TEIRICAS

ABC son verda -

2) c=acos B

4) b=asenC c
6) ctgB=b
a
g az D b
cos C
lO)Aleer?éz% A c B
cos C

4
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b
4) Falsa, pues senC = % 8 aasenC=c-b
5) Verdadera, pues tg B atg C = % é% =1
6) Verdadera, puestg B = % 8 b=catgB

7) Verdadera, pues sen B BcosC = g Dg =0

8) Verdadera, pues cosC = b 8 a-= b —~
a senC
9) Falsa, puestg B = % 8 b=catgB

10) Verdadera, pues ssm2B + cos2B=1 8 cosB= AlPsa?B
Como cosl§:§ 8 Albss?B :%

11) Falsa, pues sen B acosC = g ég = - 1 (porque b? a)

12) Verdadera, pues Sen I? b/a 1

cosC /a

Prueba que en un tritngulo cualquiera se verifica:
a b _ ¢

senA senB senC

R es el radio de la circunferencia circunscrita.

*  Traza el ditmetro desde uno de los vZrtices del
trifngulo ABC. Aplica el teorema de los senos en los
tritngulos ABC y ABC.

Aplicamos el teorema de los senos en los trithgulosABC y A'BC:

yen ABcg & _-_b __ ¢
senA senB senC
¥En ABC 8 %Al = A
senA’  sen ARC

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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Sucede que:
Bt=a

A'= A (tngulos inscritos en una circunferencia que abarcan el mismo arco)

A\lc =2R
A'BC =90; (medida de fngulos inscritos en una circunferencia)
; a 2R a 2R
La igualdad queda: — = 8 — ==—=2R
g a senA  sen90; senA 1

¥ Por celtimo, sustituyendo en la primera expresi—n, se obtiene el resultado:

oR = aA: bA: cA
senA sen B senC

Prueba que solo existe un tritngulo con estos datos:
b=A3m, a=15m, A=60;
AExiste algaen trifngulo con estos datos?:
C=135, b=3A2cm, c=3cm
¥a2=b2+c2P Dbc cosA

1,5 = (A3)? + c2 D23 ¢ cos60;

[N

225=3+c2D2A3 cay

c2p +0,75=0

2
13

C:—:

3¢
3. A3p3 %m

N

La ecuaci—n de segundo grado solo tiene una ra’z. Solo hay una soluci—n.

(NoTA: TambiZn se pueden estudiar las dos soluciones que salen par& con
el teorema del seno y ver que una de ellas no es vilida, pues quedar'a
A + B > 180;).

¥ Podemos resolverlo con el teorema del coseno, como antes, o con el teorema
del seno. Resolvemos este apartado con el segundo mZtodo mencionado:

b __ ¢ g 3R _ 3
senB senC senB  senl135j
8 senB= w -

= A2sen135 =1 8 B =090

Pero: C + B = 135; + 90; > 180; Almposible!

Luego la soluci—n no es vilida y, por tanto, concluimos que no hay ningcen
tritngulo con esos datos.

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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Pfgina 125

PARA PROFUNDIZAR
40

Dos vias de trende 1,4 m Qe ancho se cruzan formando un rombo. Si un
tngulo de corte es de 40 j, Acutnto valdrt el lado del rombo?

sen0j= =4 g 1= 2

sen40;j =218m

41 |Para hallar la distancia entre dos puntos inacce - A B
siblesdig y B, fijamos dos puntos C y D tales N !
que = 300 m, y medimos los siguientes tn - v
gulos: Ky :

e
ACD = 46 ACB = 32 m
Calcula Ahé.

Si conociZsemosA\b y é\b podr'amos hallar /N?» con el teorema del coseno en
ABC.

Calculemos, pues, /&: y &::

Ar
¥ En el tritngulo ADC:
A =180 D 65 D 46 = 69 ; .
Por el teorema del seno: D 85 461, I
- 300 m
300 _ »&b A}b _ 300 &sen65j _ 291,24 m
sen69;j sen65j sen69;j
¥ En el tritngulo BCD:
B =180 D 4Q D 7§ =62
B
A Por el teorema del seno:
300 _ BC
- sen62j sen40j
5 400 78s \‘C 8 BE= M‘;g"loi = 218,40 m
300 m Senosi

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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¥ Podemos centrarnos ya en el tritngulo ABC y aplicarel  p

\ B
teorema del coseno: |
/st =291,24 + 218,40 D 2 4 291,24 4 218,4@6s32j = 'E

\ '
\\ \q‘
=24636,019 291,24 m )
N \ N
)“3 = 156,96 m \\32.1
s

42 |Enun c’rculo de 15 cm de radio, halla el frea comprendida entre una cuer -
da de 20 cm de longitud y el difmetro paralelo a ella.

Podemos dividir la zona sombreada en tres, de forma
que:

I=1Il 8 sectores circulares de tnguloa desconocido.

I 8 tritngulo is—sceles de lados iguales 18m y de
lado desigual 20cm.

¥ Enll:
Calculemos la altura h desde C:
152=h2+10? 8 h=A1%P 1¢ =11,18cm

_ baseﬁzaltura _ 20 a211,18= 1118 cn?

Calculemos el tngulo b (el ¥ngulo desigual) aplicando el teorema del coseno:
20 =15+ 152D 2 4 15 &4 15Gbsb

As’. ¢rea,,

cosb= 1FPH1ZD26 _ o) g | _g3 37143
2415415

¥Enl:

Conocido b podemos calcular a ftcilmente:
a= —18‘3;% = 48 11' 22,9

Y, con esto, el frea:
12, 1 41%

crea, = da = 4a = 94,62 cn?
360; 360;

¥ Por celtimo, el frea pedida sert:
Ar=crea, +24acreq =111,8+2494,628 A;=301,04 cn?
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43 | Dos circunferencias son tangentes exteriormente y sus radios miden 9 my
4 m. Halla el ¥ngulo, 2 a, que forman sus tangentes comunes.

* Los radios forman con las tangentes dos tritngulos rectfngulos. Como O I}!’ =4 +x, se

tiene:
sena=_—3 y sena = 9
4 +X 17 + X
Calcula x y despuZs a.
(%{3:4+ 8 sena = —— i
x 4+x o
. 98
b S =
=9+4+4+x=17+x 8 sena= o
17 +x 2
4 9
= +x) = +
T+ % 17 + x 8 4(17+x)=9(4+x) 8

8 68Db3G6=%XDKX 8 32=5% 8 x=64m

Sustituyendo x por su valor:

_ 4 _ 4 _ 4 _ — ne oo "
sena—4+x = 4v64 10,4—0,3846 8 a =2237'115

As’: 2a =45; 14' 23"

AUTOEVALUACIIN

1. De un tritngulo rectfngulo  ABC conocemos la hipotenusa a =12cm yelca-
teto ¢ =7 cm. Halla sus fngulos agudos.

C
smé-=1 8 C=35 417"
T 12 B
L2cm B =90; BC = 54; 18' 53"
A~ 7cm B

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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2. Expresa con un fngulo del primer cuadrante las razones trigonomZtricas de
los siguientes fngulos: 154 j, 207, 318j, 2456j
i sen154; =sen(180; b 26) = sen 26
o
¢cos154j = Bcos 26
Etg 154 = Bxg 26j

i sen207j = sen(180; + 27;) = bsen27j
a

¢C05207| Bros 27

Etg 207j = tg 27i

i sen318j =sen(360; D 43) = bsen42;j
ol

¢ c0s318j = cos42j

£1g 318; = Big 42;

. sen2456j=sen(360; a 6 + 296) = sen296j = sen(360; D 64) = Bsen64;
¢0052456. cos64j
£tg 2456j = Bxg 64

3. Si sena =4/5y a>90j, calculasin hallar el ¥ngulo  a:

a) cos a b)tg a c) sen (180j +a)
d) cos (90 +a) e) tg (180 ba) f) sen (90j + a)
16 9 3
2 = 2 2 P — 2 = — = 4+ —
a)cosca=1bsem“a 8 cosca-= 1’E)25 8 cosca 5 8 cosa *z
3
cosa = DE
4/5 4
btga =535~ Py
4 4
c) sen(180; + a) = bsena = D§ d) cos(90; + a) = bsena = DE
4 3
e) tg (180; ba) =bPtga = 3 f) sen(90; + a) = cosa = DE

4. Si tg a =D3,5, halla a con ayuda de la calculadora, exprZsalo como un fngu -
lo del intervalo [0, 360j) y obtZn su seno y su coseno.

a =S T35+ =|C£oC\£C]
Hay dos soluciones:

a, = 285 56' 43" a, = 105 56' 43"
sena, = D0,96; cosa, = 0,27

sena, = 0,96; cosa, = P0,27

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos 59



5. Calcula el frea del trifngulo  ABC.

B
20 cm
28¢
A 32cm c
B h
! Altura: sen28j=— 8 h=204asen28j=9,39 cm
" 20 cm 20
E 28 32 49,39
A om C c¢rea=——"=150,24 cn?

6. En lo alto de un edificio en construcci—n hay una groea de 4 m. Desde un pun -
to del suelo se ve el punto mis alto de la groea bajo un fngulo de 50 j con res-
pecto a la horizontal y el punto mis alto del edificio bajo un fngulo de 40 i con
la horizontal. Calcula la altura del edificio.

4m
%tg40i:'§ &h:xtg40i
hi Otg 50 = fh £x1tg 50j = 4 + x tg 40;
40+/ 5y £ X
X
8 xtg50;jbtg40ij=4 8 x :4211,34m
tg 50; Btg 40;j
h=11,34 &g 40; =9,52 m
La altura del edificio es 9,52 m.
7. Resuelve el tritngulo ABC en estos casos:
a)c=19cm, a=33cm, B =48
b)a=15cm, b=11cm, B = 30;
a) B ¥ Con el teorema del coseno, hallamosb:
b b2=19+33?D 2419 4380s48; =610,9 8
19 cm 33 em 8 b=24,72cm
A 5 c

¥ Del mismo modo, hallamos A:
3R =192 +24,72D 2 419 4 24,7sA
cosA =P0,12458 A =97 9

¥ C =180 D A +B) = 34 51'

Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos
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b) B ¥ Hallamos A con el teorema de los senos:
o a _ b 8 15 11
15m senA senB senA  sen30;j
A ~
11 m 8 senA =0,6818
C

¥ Hay dos soluciones:

A, =4259'9"  A,=137 0'51"
C,=107, 051" C,=1259'9"
11 c _
sen30; _ sen107;051" ° G =2L04cm
11 c,

sen30; _ senizi 599" ° C2=494cm

8. Dos amigos estfn en una playa a 150 m de distancia y en el mismo plano ver -
tical que una cometa que se encuentra volando entre ambos. En un momento
dado, uno la ve con un fngulo de elevaci—n de 50 j y el otro con un fngulo de
38j. AQuZ distancia hay de cada uno de ellos a la cometa?

C =180, B (5Q + 38;) = 92

Cc
Hallamos a y b con el teorema de los senos:
b/ 9 \a a _ ¢ a _ 150
senA senC sen50j  sen92;
> 3 8 =114,98
A 50m B a=114,98m
b c b 150

senB  senC 8 sen38;  sen92; 8 b=924m

Las distancias de cada uno a la cometa son 114,98 my 92,41 m, respectivamente.

9. Los lados de un paralelogramo miden 18 cmy 32  cm y forman un fngulo de
52j. Halla la longitud de la diagonal mayor.

a =180, D 53 = 128

d Calculamos d aplicando el teorema del coseno:
52 a /18CM  42-182132p 241843205128 = 2057,24
32cm d = 45,36 cm es la medida de la diagonal.
Unidad 4. Resoluci—n de trifngulos [—61
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