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) IDEA INTUITIVA DE limf(x) =L

X2

. L -1 . - . . -
Ejemplo 1 : La funcion f(x) = no esta definida en x=1; investigar, rellenando las siguientes tablas

X —_—
(mediante calculadora), su comportamiento en las proximidades de dicho punto, y explicar
graficamente la situacion:

m x-1 | 09 0,99 | 0,999... 3

- = lim f(x) =

L f(x) - X1

2

% = limf(x) =

W [x-1"] 1,1 | 1,01 | 1,001...

= = lim f(x) =

2 f(X) — x-1 Y,

L}I—J En la practica, los limites no se suelen calcular de esta forma, sino operando:

i

= Cx2-1 . (x+D)(x-1) .

) lim =lim =lim(x+1)=2

= x-1 x =1 Xx-1 X-=1 X1

2

<ZE Es decir, nétese que la f(x) del enunciado se comporta como la recta y=x+1, salvo en x=1 (punto en el
cual no estéa definida); por lo tanto, su representacion gréfica es:

L

|_

pd

L

=

<

@)

L

<

04

©)

Vemos que cuando las x se acercan a 1" (flecha izqda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden
a 2’, mientras que cuando las x se acercan a 1" (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes
tienden a 2. Y todo ello es independiente de que, exactamente en x=1, la funcién no estéa definida.

m Conclusiones:
1° Para que exista limite han de coincidir los limites laterales.
2° A efectos de IxirT;f(x)no hay que tener en cu enta lo que ocurre exactamente en x=a, sino en
las proximidade; ; de hecho, hay casos en los que en un punto no existe imagen pero si limite

(como en el ejemplo anterior), y esta es precisamente la utilidad del concepto de limite.

3° De todos modos, normalmente existen limite e imagen, y ambos coinciden, como en el siguiente
ejemplo:

Ejercicio libro: pag. 251: 29
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Ejemplo 2 : Dada f(x)=x?, obtener numéricamente, mediante las siguientes tablas, Iimzf(x) :
X =

x-2 | 19 1,99 | 1,999... 3 : rf
= lim f(x) = ’ %
X-2"

) - 3 f

> = Ixi[r;f(x) = 2 /

x-2"| 21 2,01 | 2,001... 1

= lim f(x) =
x-2"

f(x) - ) )

Es decir, cuando las x se acercan a 2 (flecha izqda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden a
4, mientras que cuando las x se acercan a 2" (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes
tienden a 4. En este caso, la funcion si esta definida precisamente en x=2, y su valor es 4; es decir, en
este ejemplo limite e imagen coinciden (lo cual, por cierto, es lo mas habitual).

m Veamos ahora un ejemplo de funcién en el que no hay limite:

M
Ejemplo 3 : Dada f(x) =< x six#0 se pide: a) Representarla. b) Hallar IirT(1)f(x) graficamente.
2 six=0
) - lim f(x) = -1
i 5 . x-0 = DOlimf(x)
LACEET I

En este caso, al acercarnos a x=0" por la rama izquierda, las imagenes tienden exactamente a -1
(aunque precisamente en x=0 no tengan el valor esperado, sino 2; de nuevo, téngase en cuenta que a
efectos del limite no hay que tener en cuenta lo que hace la funcion exactamente en el punto sino en sus
proximidades...), mientras que al acercarnos a x=0" por la rama derecha, las imagenes tienden
exactamente a 1. Por lo tanto, como no coinciden los limites laterales, el limite global no existe .

m Podriamos ver mas ejemplos, pero todos ellos se resumirian en alguno de los 4 casos del siguiente
esguema,; va a existir limite cuando x - a sélo en los tres primeros supuestos:

) f(a) f(x)
fayr=="2 . L fayy==-- ,
[ @ [1 K
Olimf(x) = f(a) Olimf(x) =L Olim f(x) =L # f(a) Dlxi[r;f(x)
[aunque DIf(a)] [aunque Of(a)]



7 ‘ v ALFONSO GONZALEZ
L I.E.S. FERNANDO DE MENA
LES. "Fernando de Mena DPTO. DE MATEMATICAS

Como resumen: «A efectos graficos, no va a haber | f cuando e n x=a las dos ramas no
coinciden» x-a

1) limf(x) = oo . ASINTOTA VERTICAL  (Ver pag. 224 del libro de texto)

Ejemplo 4 : Vemos facilmente que la funcién f(x):% no estad definida en x=3; investigar,
X —

rellenando las siguientes tablas (inténtese sin calculadora), su comportamiento en las

proximidades de dicho punto, y explicar analitica y graficamente la situacion:

L Xx-3 | 29 2,99 | 2,999... )
= = lim f(x) =
w f(x) -» x-3
=
S b = lim f(x) =
E X-3
W | x-»3"| 31 | 3,01 |3,001..
= .
) = lim f(x) =
P f(X)—> X-3 )
Lu En la préctica, se procede asi:
zZ
m im—t =1 -1_g
= 3 (x-3)* (07)* 0 .
< =lim——y0=
QO . i 1 1 x~3 (x = 3)
= lim 2 " a2 a0 ®
3 x-3" (x = 3) (0%) 0
<
Z
<
Gréaficamente, la situacion es la siguiente:
5
L
= 4
w
=
<E 3
)
i
\< 2
o
©)
1

Es decir, cuando las x se acercan a 3 (flecha izqda; rama izquierda) las imagenes correspondientes
tienden a hacerse infinitamente grandes i.e. », y cuando las x se aproximan a 3" (flecha dcha.; rama
derecha) las imagenes tienden también a «. Y todo ello, volvemos a insistir, es independiente de que
concretamente en x=3 la funcién no esta definida. Esta es precisamente la utilidad de la nocién de
limite: incluso aunque la funcién no esté definida en un punto, el limite da cuenta del
comportamiento de la funcién en dicho punto

En el ejemplo anterior, se dice que f(x) presenta una asintota vertical en x=3.
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m Observaciones:
1° Cuando por sustitucion directa en un limite obtengamos k/0, automaticamente tenemos que plantear
limites laterales, para discernir si el denominador es 0" 0 0

2° Nétese que, a la hora de calcular un limite, en el momento en que sustituyamos en la funcion,
desaparece el simbolo de lim.

m Definicién de asintota vertical _: Lerl f(X)=wo-0 « x=a A.V.

Ejemplo 5 : Estudiar analiticamente Iim3 3 y explicar graficamente la situacion. ¢ Qué asintota vertical
X-3 X —

presenta la funcion?

. 1

lim 3 = 1
X3 X = lim

. x-3 X—3
lim =

x-3* X—3

1) lim f(x) =L . ASINTOTA HORIZONTAL  (Ver pags. 224 y 234 del libro de texto)

Eiemplo 6 : Estudiar, mediante la siguiente tabla de valores, lim +53
X — 00 X_
X 10 100 1000 | 10000... o +3
3 = lim X = =
X+ X — 00 X_
f)=—=
) yr-

En la practica, como x - o, ldgicamente podemos despreciar el efecto de sumar o restar un nimero finito
a x, por lo cual podemos proceder de la siguiente forma:

im X*3 < him X = lim1=1

x-0 X -5 Xow X X - 00

Es decir, cuando X - o0 (0 -), nos quedaremos con el
término de mayor grado del polinomio  (lo que se conoce
como término dominante ), y despreciaremos términos de
menor grado. jNGtese que esto sélo tiene sentido cuando

X o0 (0 -)! Esta sera una técnica muy utilizada para
calcular limites.

Graficamente, la situacion es la del grafico al margen.
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Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes correspondientes tienden a
aproximarse cada vez mas a 1", pero sin llegar a alcanzar jamas el valor 1. Se dice entonces que f(x)
presenta una asintota horizontal de ecuacién y=1.

m Definicién de asintota horizontal _: lim f(x)=L < y =L AH.

X -
(0-2)

m Observaciones : 1° La gréfica puede cortar a la A.H. para valores finitos de x
2° En cambio, la gréfica de una funcion nunca puede cortar a una A.V.

3° En el préximo tema veremos un tercer tipo: las asintotas oblicuas

V) )l(lle f(X) = . RAMAS INFINITAS (Ver pags. 226 y 234 del libro de texto)

Ejemplo 7 : Obtener lim (x? - x +2) mediante la siguiente tabla de valores:
X =0

20
19

f0) =% —x+2 10 100 1000... o 18 Y= -X+2
= lim (x*-x+2) = 17
X oo 16
15
14
13
12
. i o 11
Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes 10
correspondientes tienden a hacerse tan grandes como queramos, como queda 9
reflejado en la gréfica. En la préactica, y como ya hemos comentado en el 2
apartado anterior, cuando x —»o (0 -©©) nos quedaremos con el término de 6
mayor grado del polinomio  (lo que se conoce como término dominante ), y 5
4

despreciaremos términos de menor grado:

[

lim (x? -x +2) = lim x? =w? =

X X 101 2 3 45 6

De nuevo, adviértase que esta forma de proceder solo tiene sentido cuando x o (0 -), no cuando x
tiende a un namero finito. En el ejemplo anterior, se dice ademas que f(x) presenta una rama infinita.

m Regla practica : lim P(x) = lim (t° de mayor grado)

(0-=) (0-=)

V) PROPIEDADES DE LOS LIMITES? (Ver pag. 225 del libro de texto)

1°) «El limite -en caso de existir- es Unico»

20) [lim [f(x) £ g(x)] = lim f(x) £ lim g(x)| es decir, «El limite de la suma (diferencia) es la suma (diferencia)

de los limites».

~

39) [lim [f(x)- g(x)] = lim f(x) - lim g(x)| es decir, «El limite del producto es el producto de los limites».

~

! Todas estas propiedades son validas independientemente de que X - 0 a un valor finito. Su demostracion excede
el nivel de este curso.
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im 100 _ lim f(x)

900 Tim gx) (siempre y cuando lim g(x)#0)

59) limk =k| es decir, «El limite de una constante es igual a dicha constante»

69) [lim [k - f(x)] =k -lim f(x)| es decir, «Las constantes multiplicativas pueden salir (0 entrar) en el
limite».
7°) Limite de una potencia: ~ [lim [f()]°® =[lim f()]""**| Ejemplo:  lim e* =e” =

89 Limite de una raiz: |lim Y/f(x) = %/lim f(x)

9°) Limite de un logaritmo:  |lim log f(x) = log lim f(x)

VI) LIMITES INFINITOS E INDETERMINACIONES  (Ver pags. 228 y 229 del libro de texto)

= SUMA Y RESTA: |oo+oo=oo oo+Kk=00 00-00=|NDTDO. -00—oo=-00|

Nétese que no podemos concluir que «-0 sea siempre igual a 0, puesto que ambos « pueden ser, en
general, de distinto orden?; por lo tanto, el resultado de -0 tendra valores distintos dependiendo de
cada ejemplo concreto, y se dice entonces que sure  sultado es indeterminado, o bien que se trata
de una indeterminacién . La mayor parte de las indeterminaciones se deshacen operando. Veamos un
sencillo ejemplo justificativo:

. X+2 X . X+2-X .2 .
lim 5 —— | =0 —00 =INDTDO. = lim Y =lim—==Ilim1=1

X - 00 2 X X—0 D X o>

Es decir, en este caso concreto «- ha resultado ser igual a 1, pero veremos muchos mas ejemplos en
los que puede resultar otro ndmero (incluido, por supuesto 0), 0 e, 0 -, 0 incluso no existir.

00 sik >0
» PRODUCTO: 00-00=00 00°(-00)=-00 -00-(-e0)=00 o[k ={INDTDO. sik=0
-0 sik<0
Veamos un ejemplo justificativo de la indeterminacién anterior:
.ox=2 1 _ _ oo Xx=2 . o0x _. 1 1
lim -— =00-0=INDTDO. = lim =lim —=Ilim ===
X X Xoo 22X Xow 2K x-w 20 2

2 En el caso de una incognita, si es cierto que a-a, o0 x-x, etc. es igual a cero; ahora bien, adviértase que en el caso
de -0 estamos hablando de limites, es decir, ambos « no tienen por qué ser exactamente iguales, sino que
pueden ser de distinto orden.
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1) sik>0
. ® _ ; L k +
= COCIENTE: — =4 operar y/o hacer limlaterales sik=0 Koo ==
k . 0 too N
-00 sik<0 D
0 T
— =1 k. hacer lim laterales D
0 N 0 (0]
D
T
D
. ., ... O .
Veamos ejemplos préacticos de algunos de los casos anteriores:
a) lim XIZ :%:Iim [(x+2)x]=lim (x* +2x) = lim x* =0 = o
x
b) lim X3 - % _npTDO = lim X = im3=3
X - 00 X 00 X = 00 X X - 00
2 _ -
o) lim X1 = O _notoo =lim XFDXD i 41y = 2
x-1 x-1 0 x-1 X-1 x-1
. X+3_ 4 _
x+3_4 | Mg X+3 X+3
d) lim =—={7 = Olim=—— (o bien, lim =)
x-1x=1 0 . X+3 4 x-1x—-1 x-1x—1
lim =— =0
x-1* X—=1 0+
im - X¥3 - 4 _4_,
x+3 _4 |t (x=1)? (O_)2 0 L OX+3 _
e) I|m1 7707 3 3I|rr1 5=
1 (x~1) lim X¥3 4 _4__ 1 (x~1)

Como conclusién, hemos visto una serie de indeterminaciones que podemos resumir en siete casos:

T [} 0(1'00), 00-00, 1i°°1 (iOO)O, 00
+ o0

0
0

Ejercicios libro: pag. 226: 3y 4

VII) CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS

1°) Limites de polinomios: | lim P(x) = lim (t° de mayor grado)

(0 —) (0 —)

2°) Limites de cocientes de polinomios:

a) |.  P(x) _ 0| «Se resuelve factorizando numerador y denominador (habitualmente por Ruffini)
ll Q(X) ~ 0| Y eliminando a continuacion el factor x-a que figura repetido en ambos términos
de la fraccién» (Ver pag. 239 del libro de texto)

Ejemplo: x> +2x-8 _ 0 _ . (x=2)(x+4) . x+4 _6 _
=— =INDTDO =lim lim =—=2

x-2  x%.-x-2 0 x-2 (x-2)(x+1) x-2 x+1 3
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Ejercicio final tema (Repaso limites) : 1

Ejercicios libro: pag. 239: 4; pag. 249y ss.: 13

o PX) _ o : : :
b) Ll[nw ) e «Se resuelve recurriendo en numerador y denominador a los términos de mayor
grado de cada polinomi03» (Ver péag. 230 del libro de texto)

Ejemplos:

. AXP-x+2 _ o : .

a) lim ————=—=INDTDO = lim > =lm2=2
x-@ 2X°+3X-1 o X=o 2% X
 X?P+X+3 _ oo N G

b) lim ————— =— =INDTDO = lim — = lim x = o0
x-o  X+3 00 Xoo X X-e
. X+3 0 . X .1 1

¢) lim —————=—=INDTDO = lim —- =lim —=—=0"
Xoo XT+X+3 o X=@ X X=@ X 00

d) Esta regla se puede generalizar, en ciertos casos a funciones que no sean

polinémicas:
2 2

L AXT=2X+3 _ o . AX ox 1
lim ——————— = —=INDTDO = lim —— =lim — ==
X 2X -3 [es) X0 22X X—0 QX 2

3/, 4 2 3/, 4 4/3 13 3
. AIXT=3x"+5 _ o . AX X X . RIX _ oo
im ——— =—=INDTDO = lim —— =lim — =Ilm — =lm —=—=o
X—e 3X +2 00 x-o 3X  x-= 3X x-= 3 x-= 3 3

Ejercicio final tema (Repaso limites) : 2

Ejercicio libro: pag. 249y ss.: 2

3°) Limites de funciones irracionales:

a) «Se resuelve multiplicando numerador y denominador por el conjugado® de la expresion
radical, y operando a continuacion»

Ejemplo: — _ _ ( )
IimX74:£:INDTDO =lim (X 4)&+2 =lim (X 4)&+2 =lim (&+2):4
x4 Jx -2 0 i x -2 +2) x4 x-—4 x-4

Observaciones : 1° Caso de existir dos expresiones radicales, una en el numerador y otra en el

denominador, habria que realizar el procedimiento anterior dos veces (una por
cada expresion).

2° Si se trata de dos raices con distinto indice, tendremos que pasarlas a indice
comun: (Ver pag. 239 del libro de texto)

® Existe otra forma alternativa, en general mas laboriosa, que consiste en dividir numerador y denominador por la
mayor potencia de x que aparezca en ambos polinomios.

‘El conjugado de un binomio radical consiste en cambiar el signo intermedio de éste; por ejemplo, el conjugado de

Jx +2 esx =2
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Ux? -2x _

lIm —

B . J(x-2)x J(x=-2)*x* x? B
=INDTDO = lim =lim =lim | — =
=2 x> +x-6

2 J(x=2)(x+3)  *Zgf(x-2)3(x+3)* *2 | (x=2)(x+3)’

o|o

2
lim AR . S iy
_i/z_ 2 \(x-2)(x+3)° {0 125
=43 = i
lim A B SR
22 Vx-2)(x+3)° Yo 125

b) [ «Se resuelve dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia efectiva ®> de x
—_ gue aparezca en cualquiera de las expresiones»

00
4
: . 7:O+
Ejemplo: . . "
X-4 _ o i = 1"{ 1
lim —=—=— = — = INDTDO = lim X = lim X _ =|im ===1
X — 00 /X2_2 00 X - 00 X2_2 X - 00 X2_2 X — 00 1_ 1
X x2 Xii
2 +
7:0
[e0]

Obsérvese en el ejemplo anterior dos detalles importantes:
» La x entra dividiendo en una raiz cuadrada también dividiendo, pero al cuadrado.

= El hecho de dividir por la mayor potencia efectiva de x nos garantiza que los limites
parciales que aparecen al final seran siempre cero.

En algunos casos -tal y como ya se ha indicado en el subapartado anterior-, y con mucho cuidado,
podemos despreciar términos de menor orden; por ejemplo, el limite anterior podria calcularse mas
facilmente asi:

. X—-4 00 . . X
im ———=—=INDTDO = lm —=Ilim — =1

X
X - 00 X2_2 00 X - 00 lX2 X—00 X

c) (Ver pag. 231 del libro de texto) «Se resuelve:
1°) Multiplicando y dividiendo por el conjugado de la expresion radical, y operando a
continuacion; en algunos casos (cuando el numerador resultante dependa de x),
como la indeterminacion no desaparece sino que pasa a ser /e, ademas hay que
recurrir al siguiente paso:
2°) Dividimos a continuacion numerador y denominador por la mayor potencia efectiva
de x»

Ejemplos:

N e i R 1L o) R R B S

X VxZ +1 +Xx oo Ix2+1 +x

=fim—2 =10

== Jx?2+1+x @ ©

*El adjetivo «efectiva» alude al hecho de que hay que tener en cuenta que, por ejemplo, en la expresion x?-2 , la
X N0 se comporta como e sino, de forma efectiva, como x
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X o
= |im X* + x - x* = lim X =2 - noTDO =
e x4 x 4 X e x4+ x4 x o
X
. . 1 . 1 1
= lim T X = lim 2 = lim =5
X — 00 + X - 00 X - 00 l
X X, X \/x P X4 \/1+ +1
X X x 2 x 2
1
7:0*'
00

Nétese que en el primer ejemplo ha bastado con aplicar el primer paso del procedimiento, mientras que
en el segundo ha habido que aplicar los dos pasos. En ciertos casos, la indeterminacion se puede
“resolver a simple vista", teniendo en cuenta que los c son de distinto orden, y no es necesario operar.

Por ejemplo:

lim (\/x3 +1—X):oo—oo:oo

X - 00

dado que el primer factor se comporta como x¥, y , por tanto, "domina" en el infinito al otro factor.
iCuidado! Esto no se podria aplicar, por ejemplo, al siguiente caso:

lim (\/x2 - X —x)

X - 00

ya que ambos términos son del mismo orden; aqui no nos quedaria mas remedio que operar.

= En los casos en que x - -, se recomienda hacer el cambio de variable z=-x, que hace que z -, como

puede verse en el siguiente ejemplo:
cambio de variable x=-z

2

lim L+ X" - ® _ oo  Sgm MErZL oy 2z -
Xoo 1-x 0 z-@ 1+ z zoe 1+ z
0} z
2
\/ 12 N 73 12 ‘1 )
= |im Z Z = lim Z R
2o \/ 1 z e e \/ 1 0
+ +
z? z? zgi z
0" 0"
Ejercicio final tema (Repaso limites) : 3
Ejercicio libro: pag. 239: 5
4°) Indeterminaciones que se resuelven operando: (Ver pag. 240 del libro de texto)
Algunas indeterminaciones, sobre todo del tipo 0-c0 0 -0, se "deshacen” en algunos casos operando.

Por ejemplo:

[ x*-6 1) B . x? -6 1) . x? -6 X X2 -x-6 _

lim| ———- =00 —0c0 =INDTDO =Ilim| —— - =lim - =lm ————=
x-3| x?-3x x-3 =3 X(x=3) x-3) x=3({x(x-3) x(x-3)) x-3 x(x-3)

—lim (x+2)(x—3):”mx+2:§

x=3  X(x—3) x=3 X 3

10
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5°) Indeterminacion 1 *:  (Ver pags. 233y 240 del libro de texto)

La indeterminacion 1 se puede resolver aplicando la siguiente formula® practica:

I”m f(x)9® =1% = elim[f(x)—l]-g(x)l

Ejemplo:
2 2 2
. X" +x-1 . XT+x-1 x“+2 X -3
, s lim — 1 (3x—1) lim — 5 (3x—1) lim | = (3x—1)
lim | XX ~2 =1° =INDTDO =g~ ~ "\ X *? el TP\ Xtz X2 X @\x? 2 -
xwo | x?+2
. 3x2 -10x+3
lim
—eX - ® xPr2 g8

NOTA: En el proximo tema veremos una forma mas practica para resolver, no sélo este caso de
indeterminacion, sino las tres de tipo exponencial, que se conoce como "Regla de L'Hbpital".

Ejercicios libro: pag. 233: 5; pag. 240: 6y 7

6°) Regla practica:  «Cualquier funcion exponencial (de base > 1) es un infinito de orden superior a
cualquier potencia» (Ver pag. 227 del libro de texto)

x . P(x
lim 2 =o| obien, |[lim (x) =
x-= P(X) - a

(donde a>1)

Por otra parte, «Las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos». Por lo tanto,
podemos concluir que7, en el infinito, logx < P(x)<a *

X

Ejemplos:  a) |im —S% - c) lim (ex-x2)=oo €) lim 2 cw
x-= X2 -5X +6 X e x-= [og X
5
b) lim ;szo d) lim Inizxzo f) fim (nx-x?)= e
X -0 X — 00 X X — 00

Ejercicios final tema (Repaso limites) : 4 y ss.

Ejercicios libro: pag. 231: 1y 2; pag. 232: 3y 4; pag. 249y ss.: 4 a9, 12, 14, 15y 19; 10 (f definida a trozos); 25y 26
(valor absoluto)

VIII) CONTINUIDAD (Ver pag. 241 del libro de texto)

Intuitivamente, una funcién es continua cuando se puede dibujar sin levantar el 1apiz del papel.

Mas formalmente, se define funcién continua en un punto  de la siguiente forma:

f(x) continua en x=a - lim f(x) =f(a) E§ dec,ir:.“Una.fur}cién es con_tinua en un pynto
X-a si el limite coincide con la imagen en dicho
punto” .

® Ver demostracion en pag. 233 del libro de texto.

"Esto es muy facil de entender si atendemos a las gréaficas de los tres tipos de funciones en cuestion...
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A efectos practicos, para estudiar si una funcion es continua en un punto, hay que comprobar:

1) que exista imagen
2) que exista limite
3) y que ambos coincidan

(En caso de no ser continua en un punto, se dice que es discontinua).

Por extensioén, diremos que una funcion es continua en un intervalo  cuando lo es en todos los puntos
de dicho intervalo.

Vamos a recordar de nuevo el esquema-resumen visto en el apartado | del tema, e investigar en cada
uno de los cuatro casos si la funcién es continua en x=a, para lo cual aplicaremos los tres requisitos de la
continuidad arriba mencionados; observamos que la funcién es continua en x=a so6lo en el primer

SUpUGStO:
f(a)
Olim f(x) = f(a) = f(x) CONTINUA en [f(a)
e o limf() =L =f(x) DISCONTINUA en x=a
f(a) f(x)
L flayp---- ,
[ @ T -
Olimf(x) = L # f(a) =f(x) DISCONTINUA en x=a Llimf(x)=f(x) DISCONTINUA en x=a
X-a

Nétese que en el Ultimo caso la funcién es discontinua, independientemente de que exista o no imagen.
Este hecho conduce a los siguientes 5 tipos de discontinuidades:

1) Evitable: «La funcién no es continua en x=a, perod/ £ finito»; se llama evitable porque podemos

X-a

redefinir f(a) =limf(x) de modo que la funcién pasaré a ser continua. A este tipo responden
X-a
los supuestos 2° y 3° anteriores.

2) De 12 especie: Existen tres tipos:

2.1) De salto finito: «Existen ambos limites laterales y son finitos, pero no coinciden». El salto viene
dado por la diferencia entre los limites. A este caso pertenece el 4° grafico.

12
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2.2) De salto infinito:  «Un limite lateral es finito y el otro infinito». Se presenta entonces una asintota
vertical, pero por un lado. Gréaficamente, la situacion es la siguiente:

f(x)

lim f(x)=-c0 y lim f(x)=f(a)

X-a

2.3) Asintética: «Los dos limites laterales son infinitos». Se da entonces una asintota vertical, por
ambos lados. Gréaficamente, la situacion puede ser la siguiente:

ANRLY N\ 00
N i
! o bien: :
\ x=a AV. x=a A.V.
B A a
lim f(x)=-00 y lim f(x)=co lim f(x) = lim_f(x) =

3) Esencial , o de 22 especie: «Uno, o los dos limites laterales, no existe»

NOTA: En la préactica, a la hora de clasificar una posible discontinuidad, basta con decir si es evitable, o,
en caso contrario, si es de salto finito, o de salto infinito, o asintética, o esencial (es decir, no es
necesario aludir a la especie).

Reglas para estudiar la continuidad de las funcione s mas habituales :

1°) «La suma de funciones continuas es también una funcién continua»
«ldem para el producto»
«ldem para el cociente, salvo en los puntos donde no se anula el denominador»

2°) «Las funciones polinémicas son continuas OxOIR»

3°) Funcién racional: f(x):M es discontinua en los x que anulan el denominador h(x)

(x) (pues entonces no existira imagen)

4°) Funcion irracional:  f(x) =P%/g(X) es continua en los x tales que g(x)=0 (pues, en caso contrario,
no existira imagen®) (NOTA: Si el indice es impar, en principio
seria continua OxOIR)

8 Obviamente, también habria que estudiar la continuidad de g(x) en si, y Io mismo puede decirse para las siguientes
reglas.

13
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59) Funcién logaritmica:  f(x) =log g(x) es continua en los x tales que g(x)>0 (pues, en caso
contrario, no existira el logaritmo; nétese que en este caso se
exige que el argumento del logaritmo sea estrictamente
positivo) (NOTA: Esta regla es valida sea cual sea la base del
logaritmo)

6°) «sen x, cos X y a* son continuas COxOIR»

x2 -4

, estudiar su continuidad en x=2

Ejercicio 1: Dadaf(x) =

Aplicando los tres requisitos de la continuidad, vemos que falla el 1°, ya que Lf(2) = f(x) es discontinua
en x=2 = |f(x) continua O x O IR-{2}|

(Notese que ello es independiente de que exista limite, como de hecho ocurre:

2— —
lim X4~ jjm XX =2)
x-2 XxX—=2 x-2 xX-2

=lim (x+2)=4

Por lo tanto, se trata de discontinuidad evitable, es decir, bastaria redefinir la funciéon de la siguiente

forma:
x* -4 .
— sSix#2
fx) =7 x-2
4 Six =2
para que pasara a ser continua en x=2
L_l six#1
Ejercicio 2: Dada f(x) =1 x -1 , estudiar su continuidad. Caso de ser discontinua,
5 six=1

redefinirla para que pase a ser continua.

14
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Ejercicio 3: Representar las siguientes funciones, y estudiar su continuidad. Caso de presentar
discontinuidades, clasificarlas razonadamente:

a) f(x) =%

b) f(x) = x+3 six<0
| Inx  six>0

) f(x) =%

Continuidad lateral

. Se dice que una funcién es continua por la derecha bajo la siguiente condicion:

f(x)continuaenx =a' « lim f(x)=f(a)

x-at

Analogamente se define la continuidad por la izquierda.

15
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. + - .
Observaciones: 1° Obviamente, |f(x)continuaenx =a ya < f(x)continuaenx =a

2° La continuidad lateral se suele aplicar a funciones definidas por ramas.

Ejercicios final tema (Continuidad) : 1 a 20

Ejercicios libro: pag. 250 y ss.: 16 y 17 (f definida a trozos); 18, 33 (clasificar discontinuidades); 20, 21 y 28 (f
definida a trozos, con parametro); 23 y 24 (de aplicacion real); 22 y 27 (valor absoluto)

Teorema de Bolzano °: (Ver pag. 242 del libro de texto)

f continua en [a,b]

. _ = Oc O(a,b) tal que f(c)=0
signof(a) # signof(b)

Con palabras: «Si una funcién es continua en un intervalo cerrado, y toma distinto signo en ambos
extremos de dicho intervalo, existira entonces al menos un punto intermedio de tal
intervalo en el que la funcién se anule»

Interpretacion gréafica: Es obvia: Si la funcién tiene que evolucionar de
forma continua desde A hasta B, tendrd que cortar necesariamente al
menos una vez al eje x en algin punto intermedio del intervalo (NOTA:
Puede existir mas de un valor intermedio ¢ que verifique el teorema).

Aplicaciones: Demostracién de la existencia de raices de una ecuacion
y/o acotacién de éstas, comprobar que dos funciones se cortan,
comprobar que una funcién toma un determinado valor, etc. (ver
A ejercicios).

(¢
o +--------

Ejercicios final tema (Continuidad) : 21 a 31
Ejercicios PAEG : 1 B jun 2009; 1 A jun 2010

Ejercicios libro: pag. 243: 1; pag. 252: 38, 39 (acotar raices); pag. 243: 2; pag. 251: 32 (comprobar que dos
funciones se cortan)

® Bernard Bolzano (1781-1848), sacerdote y matematico checo, quien demostré rigurosamente tal teorema.
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REPASO DE LIMITES 2° BACHILLERATO

RECORDAR:

» Para que exista limitde una f(x) en un punto han de coincidir los lésilaterales
en dicho punto.

* Aefectos delimf(x) no tenemos en cuenta éoapurre exactamente en x=a, sino
X -a
en las proximidades. De hecho, hay casos en los\guxiste f(a) pero si el lim

(de ahi la utilidad de la nocion de limite).

* El limite de la suma es la suma de los limites)gp garecido ocurre con el
producto, cociente, potencia, raiz, logaritmo, &sto es muy util a la hora de
calcular limites.

» Limites infinitos e indeterminacionesompletar, con ayuda del profesoy.

SUMA Y RESTA:  ocotoo= cot+k=
00-00= -00-00= sik >0
PRODUCTO: 00+ 00= 00-(-00)= -00-(-00)= oo [k = sik =0
sik <0
COCIENTE: o sik>0 k _ to 0_ k_
I = S|k =0 00 + 0 O O
sik <0
POTENCIA: ) sia>1 sin<0 o° = ') =
a” = sia=1 oo sin=0
sia<l sin>0
LOGARITMOS:  log 0'= log, 1= loga= logeo=
In 0= In 1= In e= Inpo=

con lo cual los 7 tipos de indeterminacion son:

olo

8|8

, 000, c0-00, 1, oo°, (P
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1. Comprobar los siguientes limites:

2

a)llmx ——=2
x-1x=1
b) iim X S+2x*+x-4
x-1 x-1
4_
)Ilm x -1 =4
x-1X-1

3

- x°-x
d) lim =1
x~0x?% —x

x3-2x? - 4x+8
e) lim = . "
x-2x3-5x%+8x -4

xS +3x%+3x+1
im —————=0
L x-1 x3+x%-x-1

X2 -Tx+12
g) im ——————=#x

X - 3 X2 6Xx +9

X - Dx3 +2x

3. a) limvJ2x*-3x+5
b) lim v-2x3®+3x%?-5

X — -00

C) lim v3x®-2x+5

X — -0

d) lim v-2x®+3x-7

X — -00

=4

=8

x3-x2—x+1

—:ioo
- 1x3-3x%+3x -1

h) I|

2_
D) lim X =4

X = 2x -2x?-5x+10

. 4
k) lim —5 =z

x® —2x-21_25
X (x-3) 3

h) lim (g)x =

) lim

X -

3
- 2"

N o 8
) lim 5 =0

K) lim 8

xﬂ222
+
) lim X—2
x~-m X%+ 7x% +3

m)hmi—o
—oOOX

2 2
n) lim | X—-X_|=-2
x-oo| X+1 x-1

. oAx+2-2 1
e) lim ———===
x-2  X-2 4
2 /

Xoo X7 +3X
g) lim (Vx2+1—x):
Ax=-1-1 1
h lim ——===
x-2  X-2 2

i:O

0) lim —

X X
p) lim5* =0
3x*-2x _3

lim
q)x » 5x% + X 5

5x3-3x*+5
N lim
x=-o 3x% +2x% -3x-1
. X2+2X
S) lim
) Jim, x* -1
4 2
g jim X 1
x—o0o  3XT 42 3
X+ 6x> -2X _
~°°3x +ax*+1

=1

u)I

5

= 0

) lim

X
)] XIi[noo(x-\/xz-x):
K) lim YX*0673_

x -3 %2 —2x3 24

||—\ N |

=5
3
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im VX3 +2x +x _

) i il
X w00 2x -3
/v 2
n1)|in1 __ZS__f_gZSjtzf =1
X w00 2% -3
3,2 _
n) lim ___ZS___fgi_.: A

X-2x2+x-6

(ayuda: reducir a indice com

0) lim (\/x2 +3x—4/X* +1):§

. 1

I —_— - ®
P i s
Q) lim (4x+ 202X —3=00
r lim (\/X2+2X—X):oo

s) lim (\/x2+2x—x):
0 fim Xt _3

L (x+1) (x+2F o
x-3 |

. 5x3 — 2x

u) lim =

x-o  2X+5

2

V) |Im(\/X2+2X— 2X ]:oo

X X“+2

2

W) lim [ /X% =3x% -2 | = w0

X X+2

in) /

X) IimL&:1
X-o A X +3
X2t A/X+7-3
. oAlx-1

z) lim =0
x-1" x-1

a) lim Jx_(4x+a—&):g
B) Iim_ (\/x2+2x+x):—1

y) lim (2x+mj =

- -00

X

NoLe
lim —
) lim N
k) lim <=0
) lim (e* -x?)
m) lim (x® -2)
2x-1
n) lim (1—2 :%
x—el X e
2x+3
0) lim (1+1 =€’
X X
p) lim (1—§ =e?
X — X
2 _ Y-
q) lim [x 4x 10} _ 2
X -6 X-4
. 2%
) Jim ~z
s) lim €N X

o) lim [\/x2+2x+xj=-oo

X - -00
2_

&) im—X"% _15
X=24X+2-2

() lim (\/x2+x—w/x2+1j:-%

n) lim YXTVtX g
X -0 X
. Jx-+a_ 1

0) lim =

)x~a x-a 2Ja

2_
) lim—X "1 5

Xy —14+4/%X%-X
Vx*+2x = 4/x c
2

K) lim
X — 0

B) lim x?2 sent =0
X

X-0
. 1
y) lim x2sen==o
X — 0o X



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

5. Dadas las siguientes funciones, obtener: a) Lage$ngue se indican. b) La ecuacion de las
posibles asintotas. C) Dom(f) e Im(f):

) - -X+2 six<2 i) fo) = 2%2
X) = =
JX+2  six=2 x?+1

lim £(x); lim f(x); lim f(x) Jim_1(x); lim #(x); lim f(x)

1

3

XZ

iv) f(x)=vVx*-1-x

lim f(x); lim f(x); lim f(x); lim f(x)
X — =00 X - 00 X - -1 x -1

i) f(x)=

x®+1
Iim f(x); lim f(x); Iimlf(x);lirqf(x)

6. Dada la funcién i 2 six=0
XTH3X 6ix0(0,3)
5-x
f(x) = jx;_Sl six0(3,5]
X six(5,7)
3 six=7
se pide (por este orden): a) f(0), f(3), f(5XH)f

b) Iimof(x); Iimsf(x); Iim5f(x); Iim7f(x); lim (x); lim f(x)
c) Representacion grafica
d) Dom(f) e Im(f)
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7.

(S) 10.

(S) 11.

(S) 12.

Calcular los limites laterales de las siguientesifanes en los puntos que se indican.
Representarlas graficamente:

a) 1-x six<O0 b) ¢ six<0
f(X)={ . en x=0 f(x) =41-2x si0<x<1 enx=0yx=1
X six>0
X’ six>1
¢) f(X)=|x-5| en x=5 dj(x) =[x -—— enx=0yx=1
X+1

(Soluc: @) ; b)1y [; c)0; d)0)

Calcular los valores del parametrpara que se verifiquen las siguientes igualdades:
-5x +
a) lim Mz—l b) lim V/x? +ax+1-x =2
x-e  10x°+5 X e
(Soluc: a=-10/3; a=4)

Comprobar los siguientes limites construyendo abkatapropiada mediante calculadora:

a) lim _=0 b)lim == o)lim—— SENX_1 e)lim 30X
x—o (X =2) x-=3x+2 3 x-2(X-2) X X—e X

=0

=0 d)lim
X -0

x?+1 six<1
Dada la funciof(x) =<ax+3 sil<x<?2
bx*-2 six>2

calcular los valores de los parametosb para que existan los limites en x=1 y x=2
(Soluc: a=-1, b=3/8)

Dar un ejemplo de una funcion f(x) definida pamata que no tenga limite cuande>2

Discutir lim (\/3X +4-+ ax) en funcion de los valores del parametro
X —

(Soluc: 0si a=3; -0 s @>3; w0 s a<3)



EJERCICIOS DE CONTINUIDAD  2° BACHILLERATO

RECORDAR:

. If(X) continuaen x=a < !(i[naf(x) :f(a)l Es decir: “Una funcién es continua en un puntelsi

limite coincide con la imagen en dicho punto”.

« A efectos practicos, para estudiar si una func&coatinua en un punto, hay que comprobar:
1) que exista limite
2) que ademas exista imagen

3) y que ambos coincidan

m six#z0 . ., e
1. Dada f(x) =< x se pide: a) Representacion grafica.
1 six=0 b) Estudiar analiticamente la continuidad laterak=0

¢) A la vista del apartado anterior, ¢es conteuga=07?
2. idem conf(x) =vVx

3. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones

X+l 2 XA+ x 1
) = X-2 ) ) X’ -5x+6 ) = X*+x+1 D) = sen
e)f(x) =vx-3  f) f(x) =vx*-x-6 g) f(x) = Vx> +4 h) f(x)=tg x
i) f)=log (x+3)  j) fX)=In(xC-4) K) f(x)=In(C+4)

(Soluc: a) discont. asintotica en x=2; b) discagintética en x=2 y x=3; c) contindal; d) discont.
asintética en x=mr donde i/Z; e) continua en [%); f) continua en ¢»,-2] [/ [3, «); @) continua
00; h) discont. asintotica en x=(2n+13/2; i) continua en (-3) ; j) continua en ¢e,-2) [7 (2, );
k) continuallll)

4. Estudiar la continuidad de las siguientes funcidnaso de presentar discontinuidades, decir déippé
se tratan):

i1 six>0 x?-1 six<0
a)f(x):{x SIx = B)fx)={ 2 six=0 c)f(x)={

x-1 six<O0 .
2x-1 six>0

Xx+1 sixO(-,2)
2x-=1 six[(2,0)

2-x? six<2 Yx  sixO(-0,1)

ol)f(x):{ZX_6 Six > 2 e”(x):{ﬂx—xﬂ sixO[1,)
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(Soluc: a) discont. de salto finito en x=0; di¥cont. evitable en x=0; c¢) discont. evitablexsr2;
d) continua/7/7; €) discont. asintética en x=0 y de salto firgtox=1)

5. Representar la siguiente funcion e indicar si tedgan punto de discontinuidad:
X+1 six<3
f(x) =4 x* si3sx<4
0 six=4

(Soluc: discontinua de salto finito en x=3 y x=4)

6. Representar la siguiente funcién e indicar sigtialgiin punto de discontinuidad:
x-1 six[(-e,1]
f(x) =1x?-1 six0(1,2]

x> sixO(2,»)
(Soluc: discontinua de salto finito en x=2)

7. (S) Probar que la funcién

no es continua en x=1 e indicar qué tipo dedtitinuidad presenta en dicho punto.
(Soluc: no es continua pues f(1); discontinuidaiable)

8. Considerar la siguiente funcion:
2 -
f(x) = X_
(x) 1
a) ¢ Es discontinua en algin punto?.¢,Por qué?.
b) En x=1 la funcién no esté definida. Ampliar dstacion de modo que sea contiriua.
(Soluc: discontinua en x=1 pu&s f(1); basta hd(B®=2)

o x3+x?+x+a , - .
9. (S La funciéonf(x) = 1 no esta definida en x=1. Hallar el valoralpara que sea posible

definir el valor de f(1), resultando asi una func@ntinua. Indicar también la expresion de la auev
funcion resultante.  (Soluc: a=-3; f(1)=6)

10. Hallar el valor dé& para que la funcién

x*-9
f(x) =4 x-3
k six=3

SiXxXZ3

sea continuald. (Soluc: k=6)
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11 Clasificar las discontinuidades de la siguidateion:

X =27 +x -2
x> —x-2

f(x)

(Soluc: discont. de salto finito en & discont. evitable en x=2)

12. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:

2 -
2x°+3x-2 Six#1/2
f(x) =4 252 -5x + 2
-5/3 six=1/2

(Soluc: discontinua inevitable en x=2)

13. (S) Calcular cuanto debe valarpara que la siguiente funcion sea continlld, y representarla en

dicho caso:
Xx+1 six<?2
f(x) =

3-ax six>2
(Soluc: a=0)

14. (S) Se considera la funcién
Lnx six0(0,1)
f(x) = .
a’+b sixO[1,)

Determinar los valores @ey b para que f(x) sea continua y f(2)=3.
(Soluc: a=1y b=-1)

15. (S) Dada la funcién
x?+2x-1 six<0
f(x) = ax+b si0sx<l1
2 six=>1

hallaray b para que la funcién sea continua y dibujar laiggade la funcion en dicho caso.
(Soluc: a=3 y b=-1)

16. Dada la funcion
X+3 six<1
f(x) = mx+n Sil<x<3
-x?+10x-11 six>3

hallar los valores de y n para que f(x) sea continua.(Soluc: m=3, n=1)
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17. idem:
-2x+1 Six [ (-0,-2)
f(x) =1 ax+2 six0[-2,2]

x2+b six[(2,)
(Soluc: a=-3/2, b=-5)

18. idem:
-x*+a six<-1
f(x) =< x*-4 Si-1sx<2
In(x - b) Six=>2
(Soluc: a=-2, b=1)
19. idem:
ax+2 six<-1
) = b/x? si.-lsx<3
CX Si3<x<5
10 Ssix=5

(Soluc: a=-52, b=54, c=2)

20. La siguiente funcién se llanfauncion de Dirichlet

) = 0 sixOll
11 sixOQ

No es una funcién elemental, ya que es disconeémuados sus puntos. Razonarlo.

TEOREMA DE BOLZANO:

RECORDAR:
: :

] ('x) contlnua.en[a,b] — OdI(ab)/f(c) =0
signof(a) # signof(b)

e Se utiliza para demostrar la existencia de raieasd ecuacién en un intervalo.

21 Demostrar que la ecuaciof+x?*7x+1=0 tiene al menos una solucién en el inter{@b] (NOTA: En

todos estos problemas, y de cara a la PAEG, enupma&iamente el teorema, y dar al final del
ejercicio una interpretacion grafica del resultado)

! En honor al matematico aleman Johann Dirichle®$18859), que fue quien la ided.
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23

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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(S) Demostrar que la ecuaciai= etiene una solucién en el intervalo (0,1). ¢ Cual es?
(Soluc: x=1/Inx)

x? -7Tx+12
x* —4x+3
imagenes de distinto signo, y, sin embargo, nureaartula en el interior de dicho intervalo.
¢ Contradice esto el teorema de Bolzano? Razonespaesta.

Dada la funciorf(x) = , puede comprobarse facilmente que en el inteffgR) toma
Demostrar que la ecuacion x=cosene al menos una solucion en el intervalo (0,1).

Probar que la ecuacion x3+40=3x tiene alguna edk Aproximar su valor (por tanteo) hasta las
décimas.

Razonar que la ecuacion x=In x carece de solucion.

a) Demostrar que la ecuacion-3#x+3x+20 tiene al menos una raiz en [1,2]

b) Obtener todas sus raices por Ruffini, y comprdédovalidez de lo obtenido antes.

a) Probar que la funcion f(x):2x%-5 corta al eje x en el intervalo (-2,-1)

b) Buscar otro intervalo en el que exista unacdiude la ecuacion®2x*-5=0 y aproximar su valor
hasta las décimas.

Probar que las gréficas de Ln x*yyse cortan en algin punto. Comprobarlo graficamente
Probar que las gréficas de f(x)=sen x y g(x9=1/za@¢an en algun punto del intervaloy@v?2)

Probar que f(x)=%x-5 toma alguna vez el valor 20.
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) DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO  (ver pag. 256 del libro de texto)

En este tema vamos a repasar y, naturalmente, ampliar, un operador matematico muy util ya visto
en el curso pasado, llamado derivada de una funciéon , que operaba sobre una funcién y daba como
resultado otra funcién (normalmente mas simple). Su utilidad radica en que, como ya vimos
someramente el curso pasado, el signo de la derivada de una funcion en un punto nos decia si la funcion
era creciente o decreciente en dicho punto; ello nos permitia deducir, por tanto, los maximos y minimos
de la funcion, algo muy importante en infinidad de funciones extraidas de situaciones reales, y que
veremos en este tema: pensemos en una funcién que represente los beneficios de una empresa, o el
coste de fabricacion de un determinado producto, etc.

Concepto previo : pendiente de una recta

Para entender qué es la derivada necesitamos repasar previamente en qué consistia la pendiente
de una recta:

La pendiente de una recta, que suele llamarse m, mide la
inclinacion de ésta, y se define como el cociente incremental
siguiente:

Ay .
m=—-=tga 1
AX g @ s a

Derivada de una funcion en un punto _ f‘(a):

Consideremos una funcion f(x) y un punto P de su
grafica (ver figura), de abscisa x=a. Supongamos que
damos a la variable independiente x un pequefio

incremento h (en el dibujo lo hemos exagerado, para que
HCD ) =% 3000 se pueda ver la situacion...); por lo tanto, nos
fa) |-----3

_..'-a- - -

1

! b P .
. { desplazaremos a un nuevo punto Q préximo.
E Consideremos la tangente del angulo que forma el
1
1
1
1

h segmento PQ con la horizontal:

—

h —_
a a+ o= f(a+h; f(a)

)

Si h-0, el segmento PQ tendera a confundirse con la recta r tangente a la curva f(x) en x=a, es decir,
los angulos a y o, tenderan a ser iguales:

tga, = r|]irI]O tgaH lim w:f'(a) 3)

h-0 h f

por (2) por definicién

Debido a (1), la férmula anterior, que en el fondo es un cociente incremental, nos da por tanto la
pendiente de la recta tangente a la curva en x=a. Esta formula se conoce como derivada de la funcién
f(x) en el punto x=a, y se designha como f ’(a); por lo tanto:

«La derivada de una funcién en un punto es la pendi ente de la recta tangente a la funcion en |
dicho punto» |, y se calcula mediante el limite dado por (3)*

! Por lo tanto, veremos en el apdo. V que la derivada nos permitira hallar la ecuacion de la recta tangente a una
funcién en un punto dado.
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Observaciones:

19) La derivada de una funcién en un punto puede resultar un nimero positivo, negativo o cero®. Como
veremos en el proximo tema, su signo indicara el crecimiento de la funcién.

2°) Veamos una expresion alternativa para calcular la derivada:

Supongamos que hacemos el cambio de variable a+h=x = si h- 0, entonces x-a, con lo cual (3)
gueda como:

f'(a)=xli£n

f(x)-f(a)
a  x-a

4)

Esta férmula es, sin duda, mas comoda que (3), y es la que mas usaremos.
39 «Una funcion es derivable en un punto x=asi ~ 0Of ‘(a)»
4% «Una funcidn es derivable en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo»

Ejercicios final tema (Repaso derivadas): 1,2y 3

Ejercicio libro: péag. 276: 31

1) FUNCION DERIVADA f“(X) (ver pag. 258 del libro de texto)

Supongamos que nos piden la derivada de una funcién en, por ejemplo, diez puntos distintos.
¢Haremos diez limites? Es evidente que no; para evitar tanto trabajo, vamos a definir la funcién
derivada, que se designa como f ’(x), y es la derivada en un punto genérico x (y sustituiriamos a
continuacion en ella cada uno de los diez puntos); por lo tanto, se obtendra reemplazando en (3) a por x:

f'(x):hﬁfno w (5)

Observaciones:

1°) La funcion derivada, es decir, el limite anterior, da como resultado una funcién. Habitualmente
abreviaremos diciendo simplemente derivada en vez de funcién derivada.

_ds

. Ay
2°) En Fisica se utiliza la siguiente notacion incremental: |f (X)=A!('TO O bien, p. €. V_E

3°) La notacién que nosotros seguiremos sera la siguiente:

= Sila funcién a derivar se llama f(x), entonces su derivada la denotaremos como f ’(x)

y

“ “ “ “ “ “ “ “ “ “ 1] “ “ )

ya

Utilizaremos indistintamente ambas notaciones.

Ejercicios final tema (Repaso derivadas): 4,5y 6
Ejercicio libro: pag. 276: 32

(Se recomienda ver el gjercicio resuelto 1 de la pag. 271)

2 Como veremos en el préximo tema, los puntos en que la derivada se anule resultardn muy interesantes, ya que
seran los maximos o minimos de la funcion.
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l11) DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

(pag. 259 libro de texto)

[11.1) Funcién constante

y=K—~y'=0

Es decir, «La derivada de una constante es siempre

cero»

NOTA: Esta derivada, y todas las de este apartado, pueden ser demostradas, para lo cual nos remitimos
al libro de texto. Todas estas reglas de derivacion estan recogidas en la tabla del final del tema.

Ejercicio 1: Hallar la derivada de las siguientes funciones constantes:

ay=2
b)y=-3

1
C) y=—
2

dy=0

[11.2) Funcién identidad

y=X-Y =1

[11.3) Funcién de proporcionalidad directa

/3

&) y=—
2
fy y=m

g) y=0,5

y=Kx-y'=k

Ejercicio 2: Hallar la derivada de las siguientes funciones de proporcionalidad directa:

a)y=2x
b) y = -5x
c) y=0,01x

X
dy=—
2

e)y=x

I11.4) Derivada de una potencia_:

f) y=—x
9)y=-x
5x
hyy=-—
i) y=7x
y=x"Ly=nx""1 (donde n L IR)

Esta férmula la demostraremos mas adelante, en el apartado 11l.14, por derivacion logaritmica (ver
demostracion en el libro, pag. 267)

Ejercicio 3: Hallar la derivada de las siguientes potencias:

a) y=x
b) y=x*

c) y=x*

d) y=x5

e) y:XIOO

Este caso nos permite, dado que el exponente puede ser cualquier nimero real, abordar otros tipos de

derivadas:

Ejercicio 4. Demostrar la férmula de la derivada de: a) y _
X

a)

b) y:x/;



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Ejercicio 5: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones, pasandolas previamente a forma

de potencia:

a) y=x
by y=4x®
9 y=T
d) y = x2x

e)y-=

w
alls

f)y

><w|><«'

Generalizacion de la férmula anterior a una funcién

compuesta:

Sy'=nutt

y=u"

u'

(donde n LJ IR)

(Esta formula la aplicaremos mas adelante, en el ejercicio 8)

111.5)

(Ver demostracion en pag. 266 del libro de texto)

y =Ku-y'=ku' dondeues funcic')nl , es decir, «Las constantes multiplicativas pueden

salir de la derivada»

NOTA: Este es un caso particular de lo que se conoce como "Derivada de la funcién compuesta” o
"Regla de la cadena" (ver pag. 265 del libro de texto), segun la cual la derivada de una funcion
compuesta a su vez de u(x) es como la derivada de la funcion simple, pero multiplicada por u'.
Este hecho se da en casi todos los casos de la columna derecha de la tabla de derivadas.

Ejercicio 6: Hallar la derivada de las siguientes funciones compuestas:

ay-= 3x°

b) y = 4x®

c)y=-2x"
X2

dy=—
2

e)y=-x
2

fy==x°
3

g)y=-x

my=3%gi

[ =—
)Y >
4
D y=-—7—
2
k) y=-2x"
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m)y=2x§/;

111.6) Derivada de la suma (resta) : |[y=ufv-y'=u'+xVv' dondeuyv sonfunciones

Es decir: «La derivada de la suma (resta) es la suma (resta) de las derivadas»

(Ver demostracion en pag. 265 del libro de texto)

Obviamente, esta regla se puede generalizar a mas de dos sumandos; de hecho, combinada con las
reglas anteriores, es muy util para derivar polinomios, como puede verse en el siguiente ejemplo:

Ejercicio 7: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

a)y=x2+x3 x3 x2 x 1
m) y:———+———
b)y=x"+5 3 2 52
Q)y=x-2
5 x* 3 2 X
dy=x-2 n) y=x —?+?—3x +§
e)f(t) = 3t—5
_ 2 4
f) y=3x" —x 0 y—X4+X2
g) y=2x-3x* 2

=0,05x>— 0,001x*>+ 0,1x — 0,02
h)y:2x4—x2+3 Py

i) y:—3x5+4x3—x+2 6 3
3x~ =X~ +6x-5

)] y:x3—3x2+5x—8 a y= 3

k) y:x4+x3+x2+x+1

4 n y=x-x
) y=?+5x

111.7) Derivada del producto_: |y=uU-V-Yy'=u'v+uVv

Esta formula la demostraremos mas adelante, en el apartado Ill.14, por derivacién logaritmica (ver
demostracion en el libro, pag. 266).

Esta regla se puede generalizar a tres 0 mas funciones: y=u-v-w-y'=u'vw+uv'w+uv w'

NOTA: Para derivar un producto, una alternativa, a veces, es operar previamente hasta transformar en
un polinomio, y luego derivar.

Ejercicio 8: Hallar, utilizando la férmula mas adecuada en cada caso, la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

a) y = (2x+3)(3x-2) [de 2 formas]
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b) y = (x-2)(x+3)
€) y = (2x+3)(x-5)
d) y = (x*-5)(3x-1)+7

ey= (2x-3)2 [de 2 formas]

f) y=(x+2)*

) y = (1,2-0,001x%)x

h) y = (2x-3)°

i) f(t) = 300t(1-1)

1) y=(3x-2)(2x-3)(x+3)

K) y = (-x+2)°

h y=x>¥x

m) y=‘\1/x>3(2x—3)

[11.8) Derivada del cociente :

u _u'v-uv'

y=— - y'_
V

V2

Esta formula la podremos demostrar mas adelante, en el apartado 111.14, por derivacién logaritmica (ver

demostracion en el libro, pag. 267).

Ejercicio 9: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

a)y= 2x-3
3x+2
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x2+1
b =
) x* -4
) :x+3
X-3
X2
d =
)y 741
&) _xXP+x+1
X
x2 -1
f) y= 1
x?-1
=3
9y =2

Ejercicios final tema (Repaso derivadas): 7 a 12

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucion): la?28

111.9) Derivada del logaritmo

log_e GENERALIZACION u-log_ e
y=log x y'=—aso 1 C—— >|y=log,u - y= Ja%_ _u
a X x-Lna a u u-Lna

(DEM: p&g. 267 libro)

La mas utilizada es la
base e

1 GENERALIZACION u
y=Lnx - y'== [ > y=lnu - y'=—
X u

(DEM: pag. 266 libro)

NOTA: Recordar del tema de logaritmos del curso pasado que, debido a la llamada "Férmula del cambio de
base", logae-Ln a=1

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucion): 29a34

[11.10) Derivada de la funcion exponencial

GENERALIZACION
y=a - y=a'lna | C—— > |y=a" . y=a'tlnau

(DEM: p&g. 267 libro)

Caso particular: a=e

GENERALIZACION
y=e* - y'=e*| | > y=e' - y'=e'u

(DEM: pag. 267 libro)
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Ejercicios final tema (129 derivadas con solucion): 35a40

[11.11) Derivada de las funciones trigopnomeétricas

ly=senx - y'=cosx | |y=senu - y'=u-cosu |

(DEM: paa. 267 libro) GENERALIZACION

Iy:cosx - y'=-senx I ::> Iy:COSU - y'=-u'-senu I

(DEM: péag. 268 libro)

y=tgx - y':izlﬂgzx;(:seczx) |::> y=tgu _>y':l;:(lﬂgzu}u‘;(:u'.seczu)

cos®x cofu
(DEM: péag. 268 libro)

r
y=ctgx - y'=- 1 =—(1+ctg2x); (= —coseczx) |::> y=ctgu - y'=- :J(1+ctg2 u)-u‘;(:—u‘-coseczu)
sen2 X senzu

Ejercicio 10: Demostrar la formula de la derivada de: a) y=tg x  b) y=ctg x

a)

b)

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucion): 41 a 49

[11.12) Derivacién implicita__: (ver pag. 264 del libro de texto)

Hasta ahora hemos derivado funciones en las que la y o la f(x) vienen expresadas explicitamente, es
decir, directamente. Pero, ¢qué ocurre si la y esta expresada implicitamente, es decir, no esta despejada
directamente, y, en el peor de los casos, ademas es imposible despejarla. Por ejemplo, en la expresion:

y3-4x2+3y2x:15
no podemos despejar y; ahora bien, es relativamente sencillo obtener y', utilizando la técnica llamada de
derivacion implicita , que consiste en derivar ambos miembros, teniendo en cuenta, cuando proceda, la

derivada de una funcion compuesta. Veamoslo con el ejemplo anterior:

3y’y-8x+3(2yy'x+y?)=0
3y2y'-8x+6yy'x+6y2=0

Despejamos y": y'(3y2+6yx)-8x+6y2:0
y'(3'>y2+6yx):8x-6y2
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., 8x-6y?
3y? +6yx
2
Por ejemplo, podemos evaluar y' en el punto P(1,2): y(12)=-2-62" _-16__2

322+62 24 3

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucion): 111 a 116
Ejercicios libro: pag. 275y ss.: 22y 40

(Se recomienda ver también el ejercicio resuelto 9 de la pag. 274)

[11.13) Derivada de las funciones trigonomeétricas i ___nversas : (ver pag. 268 del libro de texto)

1

V1-x?

(DEM: péag. 268 libro)

y=arcsenx - y'= y =arcsenu

!
<
1
[
1 c
c
N

GENERALIZACION

-1

V1-x?

(DEM: péag. 268 libro)

y =arccosx - y's y =arccosu - y'=-

1 y=arctgu - y'=

y=arctgx - y'=

1+x°2
(DEM: pag. 268 libro)

iy

' u
y =arcctgx - y'=- 1 y=arcctgu - y'=-
1+x? 1+u?
Vamos a demostrar, por ejemplo, la formula de la derivada del arc sen x:
Derivamos 1 1
y =arcsenx = X =seny 1=y'cosy = y'= =— - _  (CQD)
implicitamente cosy 1-x2

sen?y +cos?y=1= cosy = \/1—sen2 y =+1-x2 J

Ejercicio 11: Demostrar la formula de la derivada de: a) y=arc cos x  b) y=arc tg x

a)
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Ejercicios final tema (129 derivadas con solucion): 90 a 95

Ejercicios libro: pag. 261: 1; pags. 275 y ss.. 1 a 21 (Hallar derivadas); pag. 279: 70 y 71 (de
aplicacion real)

(Se recomienda ver también los ejercicios resueltos de las pags. 260 y 273 del libro)

[11.14) Derivacion logaritmica _: (ver pag. 264 del libro de texto)
Esta til técnica sirve para derivar PRODUCTOS, COCIENTES, POTENCIAS, RAICES y EXPONENCIALES

~—

ya vistos fundamentalmente

Consta de tres pasos, como veremos en los siguientes
Ejemplos:
a) y=x"
I) Tomamos Ln en ambos miembros y desarrollamos, aplicando las propiedades de los logaritmos:
Iny =Inx" =nlInx
II) Derivamos ambos miembros, teniendo en cuenta que la derivada del miembro izquierdo siempre va

a ser, por derivacion implicita, y'ly:

< <

- =n.1
=(ninx)'=n .

IIl) Finalmente, reemplazamos y por su equivalente y despejamos y"

y'= n-y-E = nex" L =t (CQD)
X X
b) y=a* ——————> Iny =Ina* =x Ina
y' _

——(x Ina)':lna
y
y'=y:Ina=a*:lna (C.QD)
c) y=x" /——"> Iny =Inx* =x Inx
y =(x Inx)=Inx+ x-1 =lnx+1
y X

y'=y-([1+Inx) = x*-(1+Inx)

d) y=u-v

10
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f) y=(3x*+6)*"

NOTA: En la préctica, la derivacion logaritmica la utilizaremos solamente para derivar el caso u’, como
en los ejemplos c y f anteriores.

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucion): 117 a 126
Ejercicios libro: péag. 264: 2; pag. 275: 23

(Se recomienda ver también el ejercicio resuelto 6d de la pag. 273 del libro)

IV) DERIVADAS LATERALES. CONTINUIDAD y DERIVABILIDA D (pags. 257 y 262 del libro)

Recordemos que la derivada de una funcion f(x) en un punto a es la pendiente de la recta tangente
a dicha funcién en ese punto, y se calcula mediante un cierto limite. Puesto que la derivada f'(a) es un
limite, cabe considerarla por la izquierda y por la derecha. Ello es util particularmente en el caso de
funciones definidas a trozos:

. f(x)-f(a)

{ +y\

f@")= ||m+ T x-a — es la pendiente de la recta tangente r
X-a a la rama derecha en P

oy = i 1X)-f(2)
f(@)= lim ————|  eslapendiente de la recta tangente s
x.a~ X°@ a la rama izquierda en P

Si ambas derivadas laterales coinciden, se dice que f(x) es derivable *ena

Observaciones:

1°9) Graficamente, una f(x) es derivable en un punto si no presenta ningln trazo anguloso en dicho punto,
es decir, si ambas tangentes r y s coinciden. En el caso de una funcién definida a trozos, significa
gue ambas ramas engancharan "suavemente", es decir, sin presentar esquinas o trazos angulosos.

2°) Para que una funcion sea derivable, previamente hay que cerciorarse de que es continua; ello es
debido al siguiente

Teorema: f(x) derivable en x=a = f(x) continua en x=a (ver otra dem. en péag. 264 del libro)

® Recordar que, segun vimos en el apartado |, derivable significa que existe derivada.
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N
4
b
Y 4
oy

LES. “Fernando de Mena’

iz
~g

=0
_ _ ~
Dem: Consideremos la expresion LiTa[f(X) - f(a)] = liinaw-(x —-a) = lim M lim(x-a)=0

x-a "X-a X et
El limite del producto esj A

el producto de los limites =f'(a)
[por ser f(x) derivable]

Por lo tanto: jim [f(x) - f(a)] = 0 = lim f(x) = f(a) = f(x) continua ena (C.Q.D.)

NOTA: El reciproco no tiene por qué ser siempre cierto: una funcién (ejemplo A) puede ser continua
en un punto y no ser derivable en dicho punto. Ahora bien, lo que si es cierto es que si la
funcion (ejemplo C) es derivable en un punto, necesariamente sera continua. Légicamente,
también se cumple la negacion del reciproco4: no continua = no derivable (ejemplo B).
Graficamente, todo esto es obvio:

Ejemplo A Ejemplo B Ejemplo C

: /

/ X=a / X=a / X=a

CONTINUA NO CONTINUA CONTINUA
(pero NO DERIVABLE) (y, por tanto, NO DERIVABLE) y DERIVABLE

En resumen: - Si la funcién es continua en un punto, entonces ambas ramas "enganchan" en dicho
punto (ejemplos Ay C).

- Si la funcién ademas es derivable, entonces ambas ramas enganchan "suavemente”,
es decir, sin presentar esquinas o trazos angulosos (ejemplo C solamente).

3° En el caso de una funcion definida a trozos, a la hora de estudiar su derivabilidad en un punto
tendremos que derivar cada rama; para ello, caben dos opciones:

- Derivar ambas ramas mediante la definicion de derivada, es decir, mediante un limite, o bien:

- Derivar la expresion de cada rama directamente, mediante las reglas de derivacion, y
sustituir el punto en cuestion.

Puede demostrarse que ambas opciones son, en la mayoria de los casos, equivalentes. ¢ Pros y
contras de ambas?: obviamente, es mas cémoda la segunda®, pero hay contadas excepciones en
que no funciona®. La primera opcién, por su parte, aunque resulte frecuentemente mas trabajosa,
siempre es vdlida. Ademas, utilizar la segunda forma puede ser peligroso en ciertos casos en que la
funcioén no es continua:

* Piénsese en el siguiente ejemplo l6gico: espafiol = europeo; por lo tanto, no europeo = no espafiol.

> De hecho, en las reuniones de coordinacion de la PAEG se ha indicado expresamente que se permite al alumno
derivar directamente las ramas.

® Por ejemplo, con

1 .
x%sen= six#0
X

f(x) =
0 six=0

que es claramente continua en x=0, no funciona el 2° método, pero si el 1°, para ver que f'(0)=0

12
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LES. “Fernando de Mena"
Reah)

six=2

Xx+1 Six=0 | 3x SiX#2
_ f =
f(X)—{ « ) {4

six<0
/ |
En ambos ejemplos puede comprobarse que, si derivamos directamente las dos ramas a ambos

lados, coincidira el resultado y, sin embargo, la funcién no puede ser derivable, ya que no es
continua. Por tanto:

B P Y

CONSEJO: En general, hacer las derivadas laterales directamente mediante las reglas de
derivacion, pero cerciorarnos previamente de que la funcién es continua.

—y2 i
Ejercicio 12: Estudiar la derivabilidad de  fp={ % "3 six<l
2/x six=1

de dos formas: a) Utilizando la definiciébn de derivada, es decir, mediante un limite. b) Derivando
directamente cada rama. Comprobar que en ambos casos se obtiene idéntico resultado. Representar
graficamente la situacion.

a)

b)

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 1a 19

Ejercicios PAEG: 4A sept 2003, 3A sept 2000, 3A jun 99, 4B jun 97 (sin parametro)
3A jun 2001, 1A sept 2004, 1A jun 2002, 2A sept 2001, 3A jun 2000, 1A sept 98, 3A
jun 98, 2A sept 97 (con parametro)

Ejercicios libro: pag. 262: 1; pag. 276 y ss.: 27, 28, 29, 30, 47, 49 y 64 (estudiar derivabilidad); pag.
262: 2; pag. 276: 35, 36, 39 y 48 (con parametro); pag. 276 y ss.: 33 y 50 (con valor
absoluto); pag. 276: 38 (estudiar derivabilidad a partir de la grafica)

(Se recomienda ver también los ejercicios resueltos 4 pag. 272 y 8 pag. 274 del libro)
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V) RECTA TANGENTE Y NORMAL A UNA CURVA EN UN PUNTO  (pag. 282 del libro)

Recordatorio previo : recta en forma punto-pendiente

Conviene previamente recordar que la ecuacién punto-
pendiente de la recta que pasa por el punto (a,b) y tiene pendiente
m es [ver figura]:

y-b=m(x-a) (6)

Ecuacion de la recta tangente y normal

f(x) .“tgte.

f(a) |--------m ooz

@b).5
Pos o ___.
AX
q m=tg a=Ay/Ax

Hay que recordar también que, como se vio en el
apartado |, la derivada de la funcion f(x) en el punto de
abscisa x=a, la cual se designaba como f ‘(a), es la pendiente
/ de la recta tangente en dicho punto (a,f(a)); por lo tanto, la
P(a,f(a)) ecuacion de dicha recta tangente [ver figura] en ese punto se

obtendra sustituyendo convenientemente en (6):

y~1(a) = @)(x~

al (@

1
1
1
1
1
1
1
1
:

a

Por otra parte,

hay que recordar también que la

recta normal, es decir, perpendicular, tiene pendiente inversa y cambiada de signo; por lo tanto, su

ecuacion sera:

y - f(a) = —%(x _a)

(8)

Ejercicio 13: Hallar la ecuacién de la recta tangente y normal en x=3 a la curva f(x):x2-5x+8. Dibujar la

situacién, e interpretar el resultado. (Sol: tangente y=x-1; normal y=-x-1)

!
h
'
R
'
1
I
1
R
1
' ' !
aal el it el sl Bl o Sl
' ' ' ' ' ' '
Py Ny | R E S N R E .
' ' ' ' | ' '

1 1 1 1 1 1 1
-=r-=d---m--r--71--q---F--71-:
' ' ' ' ' ' '
o T
' i ' ' ' ' |
' ' ' ' ' ' '
-=r==d---m--r--71--q---F--71-:
' ' ' ' ' ' '

f f f ' f f f
T T T T T T T
' ' ' ' ' ' '
B e e L el
' ' ' ' ' ' '

1 1 1 1 1 1 1
el el it sl Sl Rl il Sl
1 1 1 1 1 1 1
T T P S S

Ejercicio 14: Hallar la ecuacion de la recta tangente y normal a las siguientes funciones en los puntos

que se indican:

a) f(x)=x*-5 en x=1

14



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

en x=-2

c) f(x)=Vx?+1  enx=0

d) Hipérbola xy=2 en x=1
d) f(x)=—2 en x=1
x?+1
en x=0

e) f(x)= —iz

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 20 a 31

Ejercicios PAEG: 2 B jun 2004
pag. 282: 1; pag. 304: 1 (f en explicita); pag. 282: 2 (f en implicita)
pags. 304 yss.: 2, 3, 5, 23, 24, 30 y 31; pag. 278: 63 y 68 (mas elaborados)

Ejercicios libro:

(Se recomienda ver también el ejercicio resuelto 1 de la pag. 282 del libro)

(Ver pag. 292 del libro)

VI) TEOREMA DE ROLLE

f derivable en (a,b)
f(a) =f(b)

f continua en [a,b]
= [Oc O(a,b) tal que f'(c) =0

" Michel Rolle (1652-1719), matematico francés descubridor del teorema homénimo. Como dato curioso, también fue

el introductor de la notacion Wpara la raiz enésima.
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Con palabras: «Si una funcion es continua en un intervalo cerrado, derivable en el abierto, y toma el
mismo valor en ambos extremos de dicho intervalo, existira entonces al menos un punto
intermedio de tal intervalo en el que la derivada se anule»

(Ver demostracion en pag. 294 del libro; se impone el intervalo cerrado para la continuidad pero el
abierto para la derivabilidad con el fin de evitar inconsistencias, como se explica en la pag. 295 del libro).

Interpretacion gréfica: Es obvia: Si la funcién tiene que evolucionar de

A B forma continua desde A hasta B, puntos ambos a la misma altura, tendra
: gue haber al menos un punto en el que la tangente sea horizontal, es

! decir, la derivada se anule (NOTA: Puede existir mas de un valor

fx)/ intermedio ¢ que verifique el teorema):
|
1

QD [---=---

TANGENTE

Aplicaciones: En combinacion con el de Bolzano, permite demostrar la existencia y el nimero maximo
de raices de una ecuacion en un intervalo, asi como su acotacion.

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 32 a 37

Ejercicios PAEG: 1 B jun 2006
Ejercicios libro: péag. 293: 1; pag. 307 y ss.: 56, 60, 62, 64 y 67 (f explicita); 58 y 66 (f definida por ramas)

VII) TEOREMA DEL VALOR MEDIO (DE LAGRANGE ®) (Ver pag. 292 del libro)

Es una generalizacién del teorema anterior, para el caso en que f(a)Zf(b):

f continua en [a,b]
f derivable en (a,b)

f(b) —f(a)

} = Oc O(a,b) tal que f'(c) = b_a

Con palabras: «Si una funcién es continua en un intervalo cerrado y derivable en el abierto, existira
entonces al menos un punto intermedio de tal intervalo en el que la tangente sea paralela
a la cuerda que une ambos extremos del intervalo»

(Ver demostracién en pag. 294 del libro)

Interpretacion grafica:  Si la funcion tiene que evolucionar de
forma continua y derivable desde A hasta B, tendra que existir al
menos un punto intermedio en el que la tangente sea paralela a la
cuerda AB que une ambos puntos de la funcién correspondientes a
los extremos del intervalo. Ahora bien, dicha cuerda tiene como
pendiente:

f(b) —f(a)
b-a

8 Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813), matematico y fisico italiano naturalizado francés, a quien se debe el
teorema homonimo.
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Por lo tanto la tangente, por ser paralela, tendra la misma pendiente, y recordemos que la pendiente de la
recta tangente es la derivada. (NOTA: De nuevo, puede existir mas de un valor intermedio ¢ que
verifique el teorema):

Aplicaciones: Este teorema no tiene aplicacion practica en si mismo, pero es muy util para demostrar
otros teoremas.

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 38y 39

Ejercicios libro: péag. 293: 3y 4; pag. 307: 59 (f explicita); pag. 293: 2; pag. 307: 57 y 63 (f definida por
ramas)

VII)REGLA DE L'HOPITAL °)  (Ver pag. 290 del libro)

Se trata en realidad de un teorema, cuyo enunciado es:

TLICO R HC)

f(x) y g(x) derivables en x = a}

f(a) = g(a) =0 SRg) g (x)
Dem:
100~ 1(a)

o f(x) _ . f(x)—f(a) _ . X—a _ . (%)

| - =y =y QD.

RGN R0 —g@) R g0 -g@) prag () )

X—a
220

Observaciones:
1°) Puede probarse facilmente que la regla también es vélida si X - o, y también para el caso oo/

2% Esta regla sirve para deshacer, en la mayoria de los casos, la indeterminaciéon 0/0 (0 o/x); se trata
de derivar por separado numerador y denominador, y volver a tomar limites™.

3°) Si volvieramos a obtener otra vez indeterminacion, volveriamos a aplicar de nuevo L'Hépital, y asi
las veces que sean necesarias (normalmente, no mas de tres), hasta deshacer la indeterminacion.
Pero también puede ocurrir que, al aplicar L'Hépital, se complique cada vez mas la expresion
resultante; en ese caso, este método no funciona, y habra que recurrir a otros.

4°)Una vez aplicado L'Hépital, podemos obtener un limite finito, pero también oo, 0 -co.

59 En la PAEG, y en el caso de que caiga un limite por L'Hbpital, suelen pedir al alumno que enuncie
previamente la regla, y lo mismo en el caso de los teoremas de Bolzano, Rolle o Lagrange; en
estos tres Ultimos, piden, ademas, la interpretacién gréfica.

2

L . -4 - a
Ejercicio 15: Calcular llmaﬁ de dos formas: a) Por Ruffini. b) Por L'Hépital. Comprobar que en
~ax® —3X

ambos casos se obtiene idéntico resultado.

® Guillaume Frangois Antoine, marqués de I'Hopital (1661-1704), matematico francés coautor, junto con su profesor,
el suizo Johann Bernouilli, de la regla que lleva su nombre.

0 Esta regla no debe llevarnos a confusion: hay que derivar por separado numerador y denominador; jen ningin
caso se esta diciendo que la derivada del cociente sea el cociente de las derivadas!
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a) Por Ruffini:

b) Por L'H6pital:

2 _
Ejercicio 16: Calcular lim _xt-4 de dos formas, y comprobar que se obtiene idéntico resultado.
Xx-0 X —3X+2

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 40 a 50
Ejercicios libro: pag. 290: 1y 2 (indeterminacién 0/0 0 /)

B Recordemos de nuevo, del tema anterior, los 7 casos de indeterminaciones:

t® | 0(+0), w-00, 1, (+0)°, 0°
+ o0

0
0

Los dos primeros, aplicando la regla de L'H6pital, se suelen deshacer en la mayor parte de los casos. En
cuanto a los cinco restantes, se pueden reducir a los dos pr imeros, es decir, a un cociente,
aplicando alguno de los siguientes procedimientos:

1°) Indeterminacion A - B =0 - ( o)
En este caso suele funcionar transformar el producto en cociente, haciendo:

A B
AB=—— (0] B=—
1/B AB 1/A

(lo que funcione y/o que resulte mas comodo de derivar después por L'Hépital).

Ejemplo: lim X(Sl/X —1): (Soluc: In 5)
X — 00

18
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Ejercicios final tema (Derivabilidad): 51,52y 53
Ejercicio libro: péag. 291: 4 (indeterminacién 0-)

2°) Indeterminacion A -B = co-o0

En la mayoria de los casos, operando la expresion A-B, la expresion se transforma en un cociente;
cuando ello no resulte, alternativamente podemos probar a transformar la expresion en otra que
responda al caso anterior, sacando factor comun:

A—BzA(l—B] 0 A—B:B[A— j
A B

(lo que funcione y/o que resulte mas comodo de derivar después por L'Hépital).

Ejemplo: lim 1 1), (Soluc: 1/2)
x-0|In(x+1) X

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 54 y 55
Ejercicio libro: pag. 306: 45 (indeterminacidn oo-c)

39) Indeterminacion A ® =1%, 0°, «°

Suele funcionar aplicar la expresion AB = eBMA (la cual se justifica facilmente tomando neperianos
en ambos miembros); tomando limites en ambos miembros, se obtiene la siguiente regla practica:

lim AB = g'm (B-InA)

con lo cual se convierte en una indeterminacion del tipo 0-c

Ejemplo: lim (cos 2x)** (Soluc: 1/e°)
X -

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 56 y ss.

Ejercicios PAEG: 2 B sept 99, 2A sept 2000, 4A jun 2001, 3A sept 2001, 2B jun 2005 — repetido con 2A
sept 2000, 1A jun 2008 (L'Hépital); 1A jun 2007, 1A sept 2006 (L'Hbpital+continuidad)

Ejercicios libro: pag. 305 y ss.: 16 (indeterminacién 0/0), 44 (indeterminacién exponencial y 0-«), 70
(indeterminacién exponencial) y 71 (indeterminacién 0/0); pag. 306: 45 (indeterminacion

00-00)
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Ejercicios repaso derivadas
DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO Jf ’(a)]:
Formulas: |f(a)=lim @M =@ ] ) f@) = lim ) =@ | 5
h—0 h x—»>a X-a

1. Para cada una de las funciones que figuran a continuacién, hallar el valor de su derivada en
el punto indicado, utilizando la férmula que se sefiala:

a) f(x)=x* en x=2 mediante (1) d) f(x) =+/x en x=4 mediante (2)
b) f(x)=2x-5 en x=1 mediante (2) e) f(x)=1/x en x=-1 mediante (1)
c) f(x)=x® en x=2 mediante (1) f) f(x):x2+x+1 en x=0 mediante (2)

2. Volver a hacer el gjercicio anterior por la férmula alternativa en cada caso, y comprobar que
se obtiene idéntico resultado.

3. Hallar la derivada de f(x):xz—x en x=1. Dibujar la funcién y trazar la recta tangente en dicho
punto. Hallar el angulo que dicha tangente forma con OX" e interpretar el resultado.

FUNCION DERIVADA f’(x):

f(x +h) —f(x)

V=0 (g

Formula: f’(x)=rl]in(1)

4. Hallar la derivada de las funciones del ejercicio 1 y sustituir el punto indicado en cada caso,
para comprobar que se obtiene el mismo resultado.

5. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones, y a partir de ella obtener f ‘(2),
f(-1) y £(0):
a) f(x)=3x-2 b) f(x)=x>5x+6  c) f(x)=x’+1 d) f(x)=/x2 +1 e) f(x):i
X+1

6. Hallar la derivada de f(x)=x2-3x en x=1 mediante la definicién de derivada (es decir, mediante
un limite)  (Sol: -1)

REGLAS DE DERIVACION. TABLA DE DERIVADAS:

7. Utilizando la derivada de la funcién potencial, | y=x" —> y’=n-x"'1 (VnelR) | hallar la derivada,
simplificada, de las siguientes funciones:

a) y=x" b) y=x> c) y=3x" d) y=-2x e)y= % x4
2
Hy=2- g y=vVx h) y=3x* i) y=24x° Dy-—L
4 Jx
K) y= X/x )y :L)z( m) y=-2x° n) y:XTf 0) y=vx*
X

Ply=adx  @y=3dd oy
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(Soluc: a) y=2x; bh) y’=3x2; c) y’=12x3; d) y’=-10x4; e) y’=6x3; f) y=x/2; g)y':L;

2x

2 . : 3 . . -7 . 3 . -3Vx . — 5,
h)y': ; i) y'= )| y'= 7 k) y'==Ax; 1) y'= 7 m) y’=-12x7;
33 x 24x 2x x 2 2x°
o, 3 . 7 . 9 . - X
ny=2x; o) y=2\x:py=—1s; 9 y- D0 =
r=2 AT

8. Utilizando la férmula de la derivada de la suma de funciones, hallar la derivada simplificada
de las siguientes funciones:

2
a) y=x>+x+1 b) y=2x>-3x*+5x-3 c)y:%_é+1 d)y=3x —4x® +2x

3 7
(Soluc a) y’=2x+1; b) y’=6x°-6x+5; c) ' X_f d) i
V=3 F 44x Ix

9. Utilizando diversos casos de la tabla de derivadas, hallar la derivada simplificada de las
siguientes funciones compuestas:

a)y=— b) y:ﬁ Oy=yx*+1  d)y=(*-3)> € y=(*+x+1)’
X X" +2X —
f) y=32x®-3 0) y:; h)y=3(x?+1)* i) y=23x*-1)* j) y:%
VX% +4 (x© +1)
. -2 . 2 +2 . X . — A3 . — 2,
(Soluc. a) y'=<; b) - Xt< - ¢) - o d) y=4x3-12x; e) y=3(2x+1)(FHx+1)%;
V= B e 0y Ay ) y=3(2x+1)(C+x+1)
0 e 20 g o X h)y=60x(PHD)% i) 483D ) e 12X )

f2x7-37 d {x?+a7° ( x?+1)?

10. Utilizando la féormula de la derivada del producto de funciones, hallar la derivada de las
siguientes funciones (en algunos casos, también se recomienda simplificar la funcién antes
de derivar, y comprobar que, una vez derivada, se obtiene idéntico resultado):

a) y=xJx b)y=(2x-3)x*-5) ¢)y=x*¥x d)y=2x-3)x° ) y=(x+1)(x?-3)’
2
" y:&[xilj

(Soluc: a) y':%\/;; b) y’=6x2-6x-10; c) y'zgzlx" yd)y'=2 4 x3 +3X'6 ye)y '=10x*+4x3-36x%-12x+18;

24x

,:\/;—3X\/;

2x( x +1)°

11. Utilizando la férmula del cociente de funciones, hallar la derivada de las siguientes

funciones:
2 2
ay=X=3 p)y_ X+2 c)yzﬂ d)y-—3X e y__X
X+2 x? -5 X (2x? +1)? Yx+1
2 2
Yk Y (x2—5) Yz O

, , u uv .
12. Hallar la férmula para la derivada de ¥ = w © y= w siendo u, v y w funciones.



129 DERIVADAS con solucion

Hallar las derivadasimplificadas de las siguientes funciones:

1. y=3 (y'=0)
2. y=x (y'=1)
3. y=bx (y'=5)
4. y=X (y'=-1)
5. y=x*mCHC+x+1 (y'=4C+3xC+2x+1)
6. y= 4xX-x3+3x-7 (y'=16x3-3x%+6X)
7y= srae-tealie g
5 6 2
[Y'= Xt 416 - T + xj
2
8. y=3(¢+x+1) (y'=3(2x+1))
9. y=4(3¢-2x°+5)+X+1 (y'=36x-14x)
10. y = 273 HAX5 (15,2 3540
2
11. y=(x*+1) (2¢-4) (y'=10x*+6x2-8x)
12. y=1/x (y'= -150)
13. y=1/¢ (y'=-3i%)
14. y=1/X (y'= -5/x°)
5. ,-2,1_ 3 3 -2x-6
y x3+x2 X (y x*
16. y =+/x (y _ 1 j
X
17. y=3/x? ( __ 2 ]
=3 &/x
18. y=3x° [y __3 j
19. yz2§/?—3x2+é ( —GXJ
20. y=(x+1) (y'=5(x+1)*
21. y=(2xX-3x+1)’ (y'=3 (2x¢-3x+1¥ (4x-3))

22, y=(x2+1)1° (y'=200 x (¢+1)™)
23, y=X*1 yo_ =2
x-1 (x-1)
24. |, 1 =2
Yo (y T +1)2j
25. y=32X32‘1 y.:3—2x4+3x2+4x
x3+1 (x® +1)?
26. (zsj - dAx -y
X+4 y (x +4)°
27. y=+/x*+1 (y-: X ]
VxZ+1
28. y=2G/x°-x* +102¢ +3) (y-: IXT-12C 49X+ ZXJ
VX3P =x?+1
29. y=log;ex ( -:£| :1j
Y 0% n10
30. y=In x (y'=1/x)
31. y=3logx- 4Inx ( _4+3|092e)
X
32. y=In(3x%+4x+5) [y': bx+4 j
3X*+4x+5
33. y=Invx*-1 (y': 2X ]
x°-1
34. y =4/Inx*=1) — X
y_
(x*=DyIn(x* -1)
35. y=2"
36. y= 2x2+x+1
37. y= e2><2—3x+5
38. y=¢* (y'=-1/€)
39. y=e'
40. y =10
41. y=sen 2x
42. y=sen X
43. y=serfx
44, y=2 sen X
45. y=sen(xX-2x+1)
46. y = cosvx

47.

y=ser(x*+1) (y'=6x sef(x*+1) cos(%+1))
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48.

49,
50.

51.
52.
53.

54.

55.

56.
57.

58.

59.
60.

61.

62.
63.
64. y =

65.
66.
67. y=

68.

69.

70.

71.

72.
73.

74.

1
y=tg—

X
y = ctg(¥+1)
y:}x3 —§X4+}X2 —}

3 4 2 X

y=2/x
y=2 sen (%+1)
y=3(-x+1) (C+x-1)

:%co \/;+1)

y=In*(x+1)

y=(24-1)(%-2)0C+1)

(y'=-3x3+x%+x+1/%)

(y'=-2/X)

(y'=3(4x-2x+2))

. 4
Ty

(y'=1/2)
—_1_4_9.1
y= x2 x* x* x

. 3In?(x+1)
[y - X+1 ]

(y'=14x°-25x+8x3+6)2-10x)

1-x*

y= x2+1

y=In’

y=In
y=(*+1)(x+2)

Inx

VX
1

A -x3+2

y=+4x*-2x*+3
vInx

y:

x2+1
x?-1

y=3¢ +1

x4 -=2x% +1
4
5

x*=2x2+1

y:

y=
y=
y=3(x+*¥x+1
y=In(x-3)

y:4In&

XT3 +2x
(y‘: 2I)r(1xj

(y'=2/x)

(y'=5x"+24x2+39X+28x+12)

( . 2—Inxj
Y= 2xv/x
o —15¢4 +3x2
[y— (3x5—x3+2)2j
2¢ -2x J

y=——
( Ix*t=2x*+3

i)

y'= - 2xx? -1
(x> -1)*x*+1

=
=5
[y'z(xio_x z_xzz(ixi)z]
[y'=10Ei/W)

(y': xia}

(y'=2/x)

75. y

76.

77.
78.

79.

80.

81.
82.
83.

84.

85.

86.
87.

88.

89. y
90.
91.
92.
93.
94.

95.

96. y=

97.

=+4Inx
y = x3/x
y=\/;E|]nx

x-1
X+2

y=In(x+1)Ibg(x-1)

y=In

y=In(Inx)

3
In(x* +1)
1
X+2

y:

y =

y= X+1
3x*-5

In(3x* -5)

y=¢e"

y=7

y= arsen(x2 -4)
1

y = arcos—
X

3
y = arctg 2)2( 1
x -_—

y = arseny1-x?

y :%arctge’<2

1+X
y = arctg——
1-Xx

In x

3 X -1(x+2)

i

7XZIJ

y

2+Inx
y'

(x+ 2)(X 1)]
logx -1) | In(x +1)|Zlbge)
y= X+1 x-1

|
=5
E
(
(75w
(
o
[
|
(

y

y (x +1)[[n (x* +1)j

)
(X+2)4

23 +3x—J

y'=3

(x+1)°

42x-1+In@x? —5)]]
I? (3 - 5)

y'=

yeD?x)
(v'=(c+1) &)

[y‘: e*(xz—l)J
X

(y‘ Inx —2 ]
24X In?x

X+4
Y (x+3)vx+3

<

_ 2X J
V-x*+8x% -15
Y XV x? -1

_ -1 +2x
4x8 + x* - 4x3 - 4x?% +5
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2 1.2 3 1 43
98. = arsen 104,y 1,23 o 1.
y= arsen—— Y=3at e [y- v X3+ij
99. y=\xZ+1 (212 (_5¢-2¢-3 105. y = artg® 1
y 2
Vx?+1 x“-1

106. y =3/(x* +1)*

107. y=(x+2)[In(x +2)
108. y =/x? +1[{x2 +1)?
109. y=(2x+ 1 ¥3x -1

1
110. y = [X*
x-1

100. y :% ardge’
x?+5

“x?-4

102.y = arc sen (k1)

103. y = arcosVx

101. yoL8x
(x? -4)?

m Derivacion implicita:

Hallar, por derivacion implicita, la derivada de fguientes funciones:

(y': 4x? m)

(y'= 1+In(x+2))

(y‘= Bx 4/ (X +])3)

111. y*+2xy+5=0
112. XPy+xy’=y+1

113. x*+y*xy=3

(-

2X-y
X =2y

o yPH2xy J

{y— -x?-2xy +1

=

Hallar, por derivacion implicita, la derivada de faguientes funciones, en los puntos que se indica

114.x3-y*=y en P(1,0)

|

3x2
- @) =3
[y EYa y'(P)

115. x*+y2+x+y=16 en Q(-1,-1/2) {y,z XLy DJ

116. xy? +% =x+1 en el origen

2y +1’
-y
4xy +1

<

; ¥'(0) = OJ

m Derivacion logaritmica:

Hallar, por derivacién logaritmica, la derivadalae siguientes funciones:
117.y=x" (y'=(1+Inx) X

118. y=x** (

1-2x

y'=(1-Inx)x *

|

2
123. y =x* (y‘: @+ 2In x)xxzﬂ)

124, y = (x+*"  y=(x+1) x_l[m(x +1) X2 _1}
x+1

119. y=(sen x§*"* (y'=[cos x In(sen x)+cos x](sen )

120.y=(sen x§*** (y'=[-sen x In(sen x)+ctg x cos x](sen°ky)
121.y=(sen x}
122, y=(&)™"*

(y'=(In sen x+x ctg x) (sen X) 126. y = x®"*

(y'=(sen x+x cos x)(&*")

m Ejercicios varios:

127(S) Dada la funcién f(x) = Ln \/m
1-sen x

se pide: a) Determinar los valores de x fErgue esta definida.

125. y=(sen x}"* y= Senx)l/x|:_ Insenx

ctgx
x2 X

. senx
(y = (cosx-lnx + —j -xse"XJ
X



Derivabilidad y continuidad:

x? six=0 . . N
1. Dadaf(x) = - , Se pide: a) Estudiar su derivabilidad en x=0Répresentarla.
X six<O0

(Soluc: L (0))

2 .
2. idem conf(x) = {X Ax+5 six=23 enx=3  (Soluc:/7'(3))

2x -4 Six <3

3. Estudiar la derivabilidad de f(x)¢ . Representarla graficament&oluc: [ '(0))

3X Six#2
5 six=2

x2+2x+ 2 six>1

4. Idem con: af(x) :{ A <1
X six <

b) f(x) = {

5. Estudiar la derivabilidad de las siguientes fune®an los intervalos que se indican:
a) f(x)=¢X en (0,2) 2 _

X .
d ~—— si-1<x<0 en su Dom
b) f(x)=1/x en (-1,1) Vi0g =1 2 ®
«2 — A% 1/x si-2<x<-1
€) f(x) = en (0,4)
X+2

6. Dadaf(x) = Ux , se pide: a) Dibujarla. b) Estudiar su contindigiaderivabilidad.
7. Estudiar la derivabilidad de la funcidx) =1-3x2 (Soluc: derivable7x/J7-{0})

8. (S)Estudiar la derivabilidad en x=1 de la funcién

1 six<1
f(x) =
2 six>1

Hacer la gréafica(Soluc: no es derivable porque no es continua)

9. (S)Dada la funcion

) 2 six<0
X =
x? six >0

¢es derivable en x=0? ¢ Es continua en XS0fuc: no es derivable ni continua en x=0)
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10. En la figura izquierda aparece la gréafica de unacifin f(x)
definida a trozos. Se pide:

a) Estudiar su continuidad.

b) Estudiar su derivabilidad.
c) Hallar f'(-1), f'(0), f'(1), f'(2) y f'(3)

11. En la figura derecha se ha representado la grdficana funcion

f(x) definida por ramas. Calcular f'(-1), f '(£)(2) y f '(3).

12. Dada f(x)=x|x-1|, se pide: a) Expresarla como funcion definida
trozos. b) Estudiar su derivabilidad en x=1 c)Reentarla.
(Soluc: £/'(2))

13. (S)Representar graficamente la funcion |)(5—7x+10| e indicar en qué puntos no es derivable.
(Soluc: no es derivable en x=2 y x=5)

14. Estudiar la derivabilidad de f(xp=3|+|x|. Representarla. (Soluc:/7'(0); £/£(3))

15. (S) Determinama y b para que sea continua la funcion

x?+1 six <0
f(x) =qax+b si0<x <3
Xx-5 six >3

¢La funcién que resulta es derivable? Represemafecamente(Soluc: a=-1 y b=1; no derivable)

16. (S)Calcularay b para que la siguiente funcién sea derivable eo fad

2 .
ax“ + 3x Six<?2
f(x) =
x% —bx -4 Six>2
(Soluc: a=2 y b=-7)

17. (S)Hallaray b para que la funcién

2x+a six<-1
f(x) =< ax+b si-1<sx<0
3x2+2 six=0

sea continua. Para esos valorega gié estudiar la derivabilidad. Representarla gréaficatee

(Soluc: a=b=2; para esos valores es derivable erlxy no lo es en x=0)

18. (S)Sea

3x six<1
f(x) = .
ax? + b(x -1) six >1



P\

7%% ALFONSO GONZALEZ
P IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

LLE.S. "Fernando de Mena"

¢Para qué valores dey b es continua la funcién? ¢Para qué valorea gieb es derivable? Representarla
graficamente(Soluc: continua para a=3 y¥/b; derivable para a=3 y b=-3)

19. (S)Dada la funcién

3-ax? sixs1
f(x) =
2 six>1
ax
a) ¢Para qué valores del parametms continua? (Soluc: a=1y a=2)

b) ¢Para qué valores dees derivable? Representarla en este caso. (Soluc: solo para a=1)

Recta tangente y normal:

20. Hallar la ecuacién de la recta tangente y normial eurva f(x)=X-2x-3 en el punto de abscisa 2. Dibujar la
situacién, e interpretar el resultad¢Sol: tangente 2x-y-7=0; normal x+2y+4=0)

21. idem paraf(x) = Yx? +1enx=0 (Sol: tangente x=0; normal y=1)

22. Hallar la ecuacioén de la recta tangente a lasesiges curvas en los puntos que se indican:

a) f(x)=3+8 en x=1 (Sol: 6x-y+5=0)
b) y=2x+4 en x=-1 (Sol: 10x-y+12=0)
c) f(x)=x*-1 en x=0 (Sol: y=-1)

d) y*+2xy=4 en P(0,2) (Sol: y=-x+2)

e) y=In x en x=1 (Sol: y=x-1)

f) xy>-4x’y+4x=0 enx=1 (Soluc: x=1)

9) (S) f(x) =3t enx=0 (Sol: y=3)

h) fx) = % en x=2 (Sol: y=-12x+30)
Nf(x) =(x+D*" enx=0 (Sol: y=-x+1)

i) fx)=(3x-2A&  en x=0 (Sol: y=3x)

23. ¢En qué punto de la gréfica de la parabola f@»t8 la tangente es paralela al eje de abscis@s@ gombre
recibe ese punto? ¢ Cudl es la ecuacion de la t@®Bibujar ambas curvas(Soluc: y=-1; vértice (3,-1) )

24. ¢En qué punto de la gréafica de la funcién antdaeidangente es paralela a la bisectriz del prinnadante?
Dibujar la situacién. (Soluc: 7/2,-3/4)

25. (S) Determinar los puntos de la curva §=8¢-9x+15 en los cuales la tangente es paralelaecta y=12x+5
(Soluc: (1,16) y (-7,176))

26. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la cymv@-5x+6 paralela a la recta y=-3x+2 ¢Cudl es el pdeto
tangencia? Hacer un dibujo de la situacion. (Sol: y=-3x+5; P(1,2))

27. Hallar las coordenadas de los puntos de f(xj£8x-6x*-24x en los que la recta tangente a la gréficasde e
funcién es horizontal(Soluc: (1,-19), (-1,13) y (-2,8))

3
28. Hallar los puntos en que la tangente a la funcgt’)ﬂx?—x2 -3x+1 es: a) Paralela al eje OX

b) Paralela a la recta y=5x+3
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29. (S) Obtener la ecuacion de la recta tangente a laaguev(x +1)%/3—x en el punto (2,3) (Sol: y=3)

30. (S) Escribir la ecuacion de la recta tangente a lérbipla xy=1 en el punto de abscisa x=3. Represanthas
curvas. (Soluc: x+9y-6=0)

31. (S) Se da la curva de ecuacion y=1/x. Comprobar quse@ento de la tangente a dicha curva en el punto
(3,1/3), comprendido entre los ejes de coordenadss,dividido en dos partes iguales por el puatoahtacto.
(Soluc: la tangente, x+9y-6=0, corta a los ejes(@j2/3) y (6,0), y su punto medio es (3,1/3))

Teorema de Rolle:

32. Dadas las siguientes funciones, estudiar si séiozatilas hipotesis del teorema de Rolle en losritios que
se indican. En caso afirmativo, hallar el valoog Valores de dicho intervalo en que se verifide@lema:

a) f(x)=¢X

b) , = X* = 4x

X+2

c) yx|

en [-2,2] (Soluc:c=0)
en[0,4] (Sol: c=-2+2,/3)

en [-1,1] (Sol:no deriv en x=0)

d) f(x)=x-4x+1en[1,3] (Soluc:ic=2)

e) _e+e”
y_i
2

en [-1,1] (Sol: c=0)

f) y=2+3x>

9) y=2+x3(x - 2)?
3

h)y:?—l

i) y=7+x(x+2)"
i) f(x)= -x*+2x+5

en [-1,1] (Sol: no deriv en x=0)
en [0,2] (Soluc: c=6/5)

en [-1,1] (Sol: no cont en x=0)

en [-2,0] (Soluc: c=-2/3)
en [-1,3] (Soluc:c=1)

33. (S) Dada la funcién f(x)3x*-4|, estudiar si se verifican las hipétesis y el tewele Rolle en [-3,3]
(Soluc: no es derivable en x=2)

34. Enunciar el teorema de Rolle. Estudiar si es dplicaf(x) =

§x+4
3

—x2+ 29y
3

si x 0[0,2]

en [0,6]. En caso

si x 0(2,6]

afirmativo, hallar el valor intermedio en que seifi@a. Interpretar graficamente el resultado.

35. (S) Estudiar si es aplicable el teorema de Rollesagaiente funcion en su dominio de definicién:

{x+2
f(x) =
7-X

(Soluc: no, pues no es continua en x=3)

36. idem con f(x) :{

37. Calcular a, b y ¢ para quix) :{

-x?2+5x silsx<3
-6x+24 si3<x<5h

-x?+ax si-1sx<3
bx +c si 3<x<5

silsx<3

si3<x<5

¢,Donde cumple la tesigBoluc: a=10/3, b=-8/3, ¢c=9; en 5/3)

Teorema del valor medio de Lagrange:

(Soluc: no, pues no es derivable en x=3)

cumpla las hipétedisedeema de Rolle en [-1,5].

38. Dadas las siguientes funciones, estudiar si sdicaarilas hipotesis del teorema del valor mediolan
intervalos que se indican. En caso afirmativo,anadl valor o los valores de dicho intervalo en geeverifica

el teorema:
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a) f(x)=3x
b) y=x*x+3
c) f()=(x-2)*(x+1)
x> si xO[0,1)
f =
4) 169 {ZXZ—X si x0[1,2]
&) f(x)= LZ_S si-1<x<0
1/x Si-2sx<-1

) 2x-3 Si x< 4
X =
U -x2+10x-19 si x=4

g) y=(x-1)(2x+3f+4
h) f(x)=x>-3x-2

) f)=In(x+1)
) f(x)=x*+5
k) y=x-x

) f(x)=4x>5x+6

39. Dada

2
) :{x +ax+b
2x +1

en [0,4]
en [2,5]
en [0,4]

en su Dom(f)

en su Dom(f)

en [3,5]

en [-2,1]

en [-2,2]

en [1,2]
en [0,3]
en [-2,1]
en [0,2]

si x <1
six =1

(Soluc: c=2)

(Soluc: ¢=7/2)
[sovee=1+3)

Soluc.c=1+——
3

(Soluc: c=1)

(Soluc: c=-12yc= —ﬁ)

(Soluc: c=17/4)

(Soluc:c: _Ziﬁ]
3
[Soluc:c:tZ\FSJ
3
(Soluczc: L —1)
In3-1n2

a) Hallar a y b para que cumpla las hipotesisetaieima del valor medio en [-1,%5oluc: a=0, b=2)

b) Hallar el valor o los valores intermedios quéfi@n el teorema.

Regla de L'Hbpital:

. €
lim
Xx-0 X

40.

41, fjm Ix=1_1

42. lim =-2

43. lim l-cosx _1

x-0  x?2 2
3
44. im X =0
X—'Ooe
45. "mx—saenle
x-0 X 6

46. |im x-segx _ 1

x-0 X +ser3x 4

. senx
47. lim —/—— =
X0t X2

-1 =1. Enunciar previamente la regla.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

(Soluc: x=2/3)

lim 1

X-0 X

*) “mx—itgx:_z
x-0x —serx
xoondx+2x 2

lim x[Inx=0

x- 0"

Iing) (1- cosx)Cttgx=0

. TIX 4

lim (x?-1)0g— =——

fim (¢ =)Hg—=-—

(S) lim (1—1j:0
x-0\ senx X

(S) fim|—t -1/-1
x-0l In@+x) x| 2
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56. lim (x2)¥* =1

X -

57. (5) lim (1+2cosx)™> =e?

s
X o —
2

58. (S) Iim[2X+3j =¢
x—e\ 2x-1

59. (S) lim x* =1
x - 0*

60. (S) |im (ijtgx =1

x- 0" X

1/senx
61. (S) Jim ( 1+igx j =1
x-0{ 1+senx

+ —
62. (S) lim In(x +1) —senx __1
x-0 x [ser X 2

63. (S) (Vlim (e +e*'* ) = ¢?

64. (S) lim X =0 (ON)

65. (S) jim 1.3
x-1 Inx sen(x | 2

66. (S) lim 2arctgx — X -1
x-0 2X —arcsel x

67. (S) lim x—-senx _1

x-0  x3 6

68. (S) lim X —=senx -
x-0|n(cosx)

69. (S) lim w =0
X0 X

70. (S) lim cos’ x;cosx 1
X-0 X 2

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

. Inx?
lim

Ux
I|m+ (x+ex) =¢?

X— 0

lim (%j =1
x-0"\ X

lim (cos2x) ¥ = iﬁ
x-0 €

=0

sen x

.e -x-1 1
lim ==

x-0 2x%-—x?3 4

lim x*"* =1
Xx-0

lim (senx)* =1
x-0

. e¥-1-x
im ——=1
x-0 1-Cos X

Iin(](cosx)]/X =1

sertx
2

lim
X-0 X

=1

lim x> =21
X-1 €

. (1 1 j_l
lim| =- ==
x~0\x e -1) 2

. 1-senx
lim ———
x-7/2 (T — 2X)COSX

Jim (x=Inx) =

lim (x+ 2)e*

X - —00

86. El curso pasado obtuvimos el nimera partir del siguiente limite

X — o

X
e= lim (1+1] 02,718281828.
X

. 1\ 41
Demostrar quelim |1-=| =e™~ ==
X e

X — 0

87. Hallar el valor dea para que |

! También se obtiene mediante la siguiente sumafini

= 1 1 1 1 1
Z— P+ =+ =
=on! nr 2 3 4

ax% +1
AX% +T1

. (4x+5)* .
im|——| =lim
x-\ 4X+3 X o

(Ayuda: Se recomienda aplicar laar

+,__:1+1+1+1+7+
2 6 24

axz
] (Soluc: a= 2 J
1-7

B InA

1 ...102,718281828..
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[) INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

Idea intuitiva:

f(x) - \
yd 00 [N\

f(x)
f(x"
/ X X X X’ T~
FUNCION CRECIENTE FUNCION DECRECIENTE

Def: f(x) creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x'= f(x) < f(x')

f(x) decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x'= f(x)> f(x')

TEOREMA 1: |f'(a) >0 = f(x) creciente enajl (iEl reciproco no siempre es cierto!)

0, dicho con palabras: «Si la derivada de una funcién en un punto es posit  iva, entonces la funcion

es creciente en dicho punto”.

Observaciones:

19)

20)

39)

4°)

50)

La justificacion de este teorema es obvia: teniendo en cuenta que la derivada era la pendiente de la
recta tangente, si la derivada es positiva significara que la recta tangente tiene pendiente positiva, es
decir, que la recta tangente es creciente, y, por lo tanto, también sera creciente la gréfica.

El reciproco no siempre es cierto: una funcidbn puede ser creciente en un punto y no ser
necesariamente positiva su derivada (piénsese, por ejemplo, en y=x" en x=0).

Naturalmente, otra forma alternativa de enunciar este teorema es decir que:

f'(a) <0=f(x) decreciente ena

Por lo tanto, el procedimiento practico para hallar los intervalos d e crecimiento (también
llamados "de monotonia") sera estudiar el signo de f ’'(x) (debido al teorema anterior). Para ver
como cambia el signo de f'(x), se recomienda hallar sus raices, y construir una tabla (ver ejemplos 1,
2 y 3 que figuran a continuacion). De los intervalos de crecimiento deduciremos facilmente los
posibles My m

Los intervalos de crecimiento se expresan siempre con respecto al eje x, como veremos en los
mencionados ejercicios.

B “Una funcidn es creciente en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo”

En

intervalos de monotonia:

general, las funciones no son siempre crecientes o siempre decrecientes, sino que presentan

<4— CREC —P¢—— DECREY, —p<¢— CREC

m

v
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PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LOS INTERVALOS DE CRECIMI ENTO: Estudiar el signo

de f'(x) (debido al teorema 1). Para ver como cambia el signo de f'(x), se recomienda hallar sus raices, y

construir una tabla (Ademas, hay que tener en cuenta las posibles discontinuidades de f(x) al indicar los

x*-2x-3 se pide:

>
o
o
o]
‘@
S
]
o
©
o
=]
@
(@]
i
o
(o8
(S
2L,
w

a) Representarla graficamente

b) Estudiar el signo de f ‘(x) y deducir sus intervalos de crecimiento,

comprobando que coinciden con la informacion de la grafica.

-
LI K -
[

x>-3x%-9x+7. Con esa

Hallar los intervalos de crecimiento de f(x)

informacion, dibujar su grafica.

Ejemplo 2:
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2
. . . X —X+2 B
Ejemplo 3:  Hallar los intervalos de crecimiento de f(x) = P IR
Hacer un esbozo de su grafica. oo T
S e A T
ey A e A T
o % LET T TR S R S B

1)) MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS (Extremos relativos) (pag. 315 del libro de texto)

Idea intuitiva:
En un méaximo (M) la funciébn pasa de creciente a
decreciente. Se llama maximo relativo o local .

En un minimo (m) la funcion pasa de decreciente a
creciente. Se llama minimo relativo o local .

NOTA: Al final de este apartado veremos otros tipos de M
o m, los absolutos.

Def:
f(x) tiene un M en a si en todos los x préximos a ese punto se verifica f(x)<f(a)

f(x) tiene un m en a si en todos los x préximos a ese punto se verifica f(x)>f(a)

TEOREMA 2: f|x=aesMomdef(x)=f'(a) =0} (el reciproco no siempre se cumple!)

Justificacion grafica: En un M o m la tangente es horizontal, es decir, su pendiente sera nula y por
tanto su derivada también.

! Los extremos relativos también se llaman "puntos singulares" o "puntos criticos".
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Observaciones:

1°) El teorema dice que la condicién necesaria (pero no suficiente) para que exista un M o un m en un
punto es que la derivada se anule. De hecho, puede ocurrir que la derivada se anule en un
determinado punto, pero no cambie de signo a ambos lados ; por ejemplo, y=x* entra en el origen
con tangente horizontal -es decir, derivada nula-, pero no presenta M ni m, sino lo que se conoce
como punto de inflexion  (que estudiaremos a fondo en el apdo. V).

2°) Puede haber varios M 0 m, no haber, o infinitos.
3°) El valor de la funcién en el m puede ser mayor que en el M

49 Si la f(x) es continua, entre dos M siempre hay un m, y viceversa.

59 | Los candidatos a M 0 m son los que anulan f ’(x)

6°) | Si f ‘(X) no se anula nunca, no hay M ni m

2 METODOS PARA HALLAR LOS M y m _: Acabamos de ver que los posibles M 0 m se encuentran
entre las raices de f ‘(x), pero ¢como saber si alguna de estas raices x=a es M 0 m, o no lo es? Hay dos
formas:

1°) Estudiando el signo de f ‘(x) a ambos lados de ~ x=a: Si pasade 7~ a ™ hay M en x=a
Sipasade ™ a 7 hay men x=a

En realidad, esto ya lo hemos aplicado en los ejemplos 1, 2 y 3 anteriores.

(NOTA: Si f'(x) no cambia de signo, presentara un punto de inflexion , como ya hemos explicado
anteriormente)

2°) Estudiando el signo de f "(a): 1°) f '(a)=0 = x=a posible M o m
29 f"(@)>0=>x=aesm
f"(@<0=>x=aes M

NOTA: Sitambién f "(a)=0, este método no decide y hay que recurrir al primer método.
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fica:

Idem con Yy

on gra

f* decreciente =>f "(a)<0 enun M

f>0

g

Ejemplo 4: Hallar, mediante f"(x), los extremos relativos de Yy

Justificaci
Ejemplo 5:

LE.S. "Fernando de Mena"
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Ejercicios final tema: 1,2y 3
Ejercicios PAEG: 1 B jun 2005, 2A sept 2005, 1B sept 2007, 1B sept 2008 (con parametro)
Ejercicios libro: péag. 315: 5y 6; pag. 331 y ss.: 25 (a trozos), 27 (con parametros)

Mo m ABSOLUTOS :

Dada una funcién continua en un intervalo [a,b], pueden darse varias situaciones en dicho intervalo, que
se resumen en las siguientes:

M absoluto Ao Mabsoluto y relativo
M relativo

m relativo

fig. 2

fig. 1 m absoluto y relativo

" /‘b a b

m absoluto

En resumen:
M absoluto e Los My m relativos (los que hemos visto en los apartados
anteriores) son maximos “locales”, mientras que para los
m absoluto absolutos hay que tener en cuenta todo el intervalo.

e Puede haber varios extremos relativos, o puede no haberlos
(fig. 3), pero siempre hay M y m absolutos.

fig. 3 ! e Puede coincidir el M (o el m) absoluto y relativo (fig. 2); en
! caso contrario el M (o el m) absoluto I6gicamente estara en
a b un extremo (figs. 1y 3)

Ejercicio final tema: 4

l1) PROBLEMAS DE OPTIMIZACION : (pag. 288 del libro de texto)

En este tipo de problemas (ejercicios 5 a 14 del final del tema) siempre vamos a tener dos elementos®:
1) Una funcién a maximizar (o minimizar) que depende de dos variables, x e y

2) Dicha funcion estara sujeta a una restriccion, es decir, una ecuaciéon que liga las dos
variables.

Se resuelven siguiendo los siguientes pasos:
1) Despejar una de las dos incognitas en la restriccion y sustituir en la funcion a optimizar.
2) Hallar los M (0 m) de la funcién resultante.
3) Interpretar las soluciones.

2 jCuidado! Existen problemas mas sencillos, en los que no hay restriccién, y solamente tenemos que encontrar el
maximo (o minimo) de una determinada funcion. Ver, por ejemplo, el problema 37 de la pag. 306 del libro de texto.
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Ejemplo 6: Ejercicio 5, o bien problema 2A junio 2002

Ejercicios final tema: 5a 14

Ejercicios PAEG: 4B jun 99, 1A sept 2001, 3A sept 2002, 2A jun 2002, 1A sept 2003, 1A jun 2003, 1A jun
2000, 1A sept 2002, 1B jun 2004, 2A sept 2004, 2A jun 2005, 1A sept 2005, 1A sept

2007, 1A jun 2009 (NOTA: En la PAEG pueden pedir, p. €j., la definicion de extremo
relativo)

Ejercicios libro: péag. 289: 1 a 4; pag. 304 y ss.: 10 a 15, 34, 36, 38 a 43

IV) INTERVALOS DE CONCAVIDAD-CONVEXIDAD. PUNTOS DE INFLEXION
Definiciones:

"Una f(x) es convexas(U) en un punto cuando la recta tangente en dicho punto queda por debajo de la
funcion”

“Una f(x) es concava (A ) en un punto cuando la recta tangente queda por encima”

“Punto de inflexién (P.1.) es aquel en que la funcién pasa de cdncava a convexa, 0 viceversa™

P.1.

CONVEXA H CONCAVA A

“Una f(x) es céncava (o convexa) en un intervalo cuando lo es en todos los puntos de dicho intervalo”

TEOREMA 3: ) )
f"(x)>0 en un intervalo = f(x) B en ese intervalo

f"(x)<0 en un intervalo = f(x) A en ese intervalo

% Esta eleccion es totalmente arbitraria: algunos autores llaman concava a lo que nosotros llamaremos convexa, y
viceversa. Notese que ambos términos son relativos. Ahora bien, para evitar confusiones, se recomienda indicar, no
cualquiera de los dos adjetivos, sino los simbolos matematicos correspondientes, los cuales estan mas extendidos.
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Justificacion grafica:

1 * Y

f ‘ decreciente = f "< 0 f‘creciente = f">0

Observaciones:
1°) El reciproco no siempre es cierto: por ejemplo, una funcion puede ser convexa en un punto y no ser
estrictamente positiva su derivada segunda (piénsese, por ejemplo, en y=x" en x=0).

2°) Sif "(a)=0 puede haber P.l. en x=a, jpero no necesariamente! Esto lo aclarara el teorema 4.

3°) Por lo tanto, debido al teorema 3, el procedimiento practico para hallar los intervalos d e
concavidad-convexidad (también llamados "de curvatura™) sera estudiar el signo de f "(x) . Para
ver como cambia el signo de f''(x), se recomienda hallar sus raices, y construir una tabla (como

haciamos con los intervalos de crecimiento). De los intervalos de curvatura deduciremos facilmente
los posibles P.I.

Ejemplo 7: Obtener los intervalos de curvatura de y:x3-3x2+3x+1. Intentar hacer un esbozo de su grafica.

TEOREMA 4: [x=aesP.l.def(x)=f"(a) =0} (iEl reciproco no siempre se cumple!)

Justificacién: jLdgico! En un punto de inflexion la funcién no es ni céncava ni convexa, es decir, segln
el teorema 3 no puede ser f " ni positiva ni negativa, y por lo tanto sera cero.
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Observaciones:

1°) El teorema dice que la condicién necesaria (pero no suficiente) para que exista un P.l. en un punto es
gue la derivada segunda se anule en dicho punto. De hecho, puede ocurrir que la derivada
segunda se anule en un determinado punto, pero no ¢ = ambie de signo a ambos lados ; por
ejemplo, y=x" es tal que su derivada segunda se anula en el origen, pero no presenta P.I.

2°) Puede haber varios P.1., no haber, o infinitos.

39 | Los candidatos a P.l. son los que anulan f "(x)

49| Si f “(x) no se anula nunca, no hay P.I.

2 METODOS PARA HALLAR LOS P.l. : Acabamos de ver que los posibles P.I. se encuentran entre
las raices de f "(x), pero ¢coémo saber si un punto x=a tal que f "(a)=0 es efectivamente P.l.? Hay dos
formas:

1°) Estudiando el signo de f "(x) a ambos lados de ~ x=a: Sipasade i a A es P.l. (convexo-concavo)

Sipasade A a) es P.l. (concavo-convexo)

(Notese que esto es lo que hemos hecho en el ejemplo anterior)

f'(a)=0

2°) Estudiando el signo de f "'(a): f (@)% 0

}:x:aesP.l.

NOTA: Sitambién f "'(a)=0, este método no decide y hay que recurrir al primer método.

Justificacién gréfica:

\ f">0

f" creciente = f">0 f " decreciente = f"'< 0

S—— e
T ~—

en ambos casos f "'(a)z0

IMPORTANTE: Noétese que: | f"(a)=0y f "'(a)>0 = P.l. concavo-convexo en x=a
f"(@=0yf"(a)<0 = P.l. convexo-céncavo en x=a
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Ejemplo 8: Volver a hacer el ejemplo 7 por este método.

Ejercicios final tema: 15a 25

Ejercicios PAEG: 1B jun 2007, 1A jun 2006, 1B jun 2008 (con parametros), 1A sept 2008
(NOTA: En la PAEG pueden pedir, p. €j., la definicion de P.I.)

Ejercicios libro:  péag. 333: 26 (a trozos), 33 (con valor absoluto)

V)M, myP.I. EN GENERAL :

Hay funciones que cumplen f ‘(a)=0 Pero también f "(a)=f "'(a)=f i"(a):....:O y sin embargo presentan M, m
o P.l. en x=a, como por ejemplo y=x" 0 y=x

En este caso no funcionan los métodos expuestos hasta ahora, y en este tipo de situaciones (que, por
otra parte, no son las mas usuales) les aplicaremos el siguiente método general :

Supongamos que: f'(@)=f "(@)=.....=f " (a)=0 pero f " (a)z0

Entonces: npar = aesMom (dependiendo de sif " (a) es <0 o >0 respectivamente)

nimpar = aes P.l.

No lo vamos a demostrar pues seria complicado. Comprobémoslo con dos ejemplos:

Ejemplo 9: Hallar los posibles M, m o P.1. de las siguientes funciones, representandolas previamente:

a) y:x4 b) y:x5

10
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VI) ASINTOTAS:
Def: Una asintota es una recta tangente a la funcion en el infinito, o dicho de otra forma, la asintota se va
aproximando tanto como queramos a la grafica de la funcion.

Existen tres tipos de asintotas: | horizontales
verticales
oblicuas

Veamos cOmo se obtienen:

a) AH.:

En la préactica se calcula mediante el siguiente limite:

Y=k A.H. lim fx)=k =y =k esA.H.

X - 00
(-»)
f(x)

Observaciones: 1) Como maximo puede haber dos A.H. (una cuando x — o y otra cuando x — -®),
aungque normalmente es una sola.

2) La funcién puede cortar a la asintota horizontal para valores finitos de x

Ejemplo 10: Hallar las posibles A.H. de las siguientes funciones:

4x% +x+1
a)yzzi
2x°+3
2
b) y = X' =5
y X=-2
c) :GX—S
x? +1
b) A.V.:
h Por ejemplo:
4
3
. 1 1 1
: 1 1 R ke 4 o o
1 - | == =x=2 A.V.
—— x-2 x*=4 0 |, 1 1 1
lim S
— x-2 (X+2)(x-2) 40 0

x=2 A.V.

/

11
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En general:

Observaciones:

lim f(x) =

X-a

(oo) = X=a esA.V.

1) En la préactica, en la mayoria de los casos las A.V. seran las x que anulen el

denominador, pero no el numerador (apdos. d y e del ejemplo siguiente), aunque a
veces hay excepciones (apdo. f).

2) Puede haber una, ninguna o varias A.V.
3) La gréafica nunca puede cortar ala A.V.

Ejemplo 11: Hallar las posibles A.H. y A.V. de las siguientes funciones:

X+3
a) y=
X=2
X% +3x -1
b)yzgfgggg,
X°—=3x+2
2x +3
C) = >
X“+4
2
X —x=-2
d)y:4?44447
X° —3x+2
e) _senx
sen x
fyy= 5
X
c) AO
o xZ-x+2
o 00 =
5
1
k] //,’
2l 7 y=x-1A.0 m= lim f(x)
] . =
) L] 3 z 1 - I’/ F3 3 1 5 x-=fo-=) X jy:mx'i-n eSA-O-
A7 n=lim [f(x)-mx]
PRl X - 00 (0 —c0)
,,’/ -3
P
e s (no lo vamos a demostrar)
e \E

12
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Ejercicio 12: Hallar las asintotas de las siguientes funciones, e intentar hacer un esbozo de su gréfica:

X2 -x+2 _x*-5x+6 _x*-4 _x¢
a) f(X)—T b) f(X)—T c) f(x)= 1 d) f(X)—X2_4

e) y=x-Inx

(Sol: @) A.V. x=0; A.O. y=x-1; b) A.V. x=-3; A.O. y=x-8; c) AV.x=1; AO.y=x+1; d)A.V.x=£2; A.0. y=x;
e) A.V. x=0; no tiene A.O.)

Observaciones: 1) Si sale m=c (0 -.0) 0 m=0 = no hay A.O.

2) IMPORTANTE: Una funcion no puede tener por el mismo lado (« 0 -») a la vez
AH.yA.O.

3) La grafica puede cortar a la A.O. para valores finitos de x, pero no en el «

4) IMPORTANTE: una funcion racional tiene A.O. si el grado del numerador es una
unidad superior al del denominador.

5) IMPORTANTE: Los polinomios no tienen asintotas de ningdn tipo (presentan, mas
bien, ramas infinitas)

6) Un método alternativo para hallar asintotas oblicuas consiste en hacer la divisiéon
polinébmica del numerador y el denominador: la expresién del cociente resultante
sera la ecuacion de la A.O. (naturalmente, esto so6lo es posible en el caso de
funciones racionales).

Ejercicios final tema: 26

Ejercicios PAEG: 1B sept 2007 (NOTA: En la PAEG pueden pedir la definicién de cualquiera de los tres
tipos de asintotas)

Ejercicios libro: péag. 331y ss.: 7, 24, 28 (con parametros), 29, 32 (con valor absoluto), 39 y 49

VII) REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES : (pags. 316 a 325 del libro de texto)

Normalmente, en los problemas de PAEG nos piden que obtengamos, de todas las cuestiones
vistas hasta ahora, a lo sumo dos (p.ej. asintotas e intervalos de curvatura, o asintotas y M y m, etc). Sin
embargo, nosotros vamos a reunir todo lo visto hasta ahora, junto con conocimientos de cursos
anteriores, y a la hora de representar una funcién vamos a hallar, por este orden, los siguientes aspectos:

1°) Dom(f) : < Recordar que es el conjunto formado por todos los x para los que existe imagen f(x)

« Las reglas para hallarlo son practicamente las mismas que las vistas en el tema 1 para
estudiar la continuidad de las funciones mas usuales. (pag. 312 del libro de texto)

Ejercicios libro: pag.312:1y2

2°) Simetria: (pag. 313 del libro de texto)

)

f(x) par: f(-x)=f(x)

f(x) = PAR
f(=x) =< —f(x) = IMPAR
f(x) impar: f(-x)=-f(x) ninguno de los anteriores = no es simétrica

13
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Ejemplo 13: Hallar la posible simetria de las siguientes funciones:

2 4

a)y = X HX
2
3
X-X
b) y =
y 2

o y=x*-x3

d)y:COSX

Observaciones: 1) Si f(x) es impar y esta definida en x=0, entonces necesariamente pasa por el origen
(P.ej. la funcién del ejemplo d) no cumple esto)

2) Recordar: La ventaja de saber si una funcion es simétrica es que basta con
estudiarla a la derecha del origen. Por ejemplo, si es par y tiene un M(2,5), tendra
otro M(-2,5), pero si es impar presentara un m(-2,-5)

3) Una funcién no tiene por qué ser simétrica; de hecho, la mayoria de las funciones no
son simétricas.

Ejercicios libro: pag. 313: 3; pag. 334: 42

3°) Corte con los ejes .

CORTE CON: |  ¢COMO SE CALCULA? ELANTOE COIRTIES [FLERLE

HABER?
) haciendo y=0 . :
eje x i . ninguno, uno, o varios
(habr& que resolver una ecuacién)
ejey sustituyendo x=0 uno o ninguno

Ejemplo 14: Hallar el posible corte con los ejes de las siguientes funciones (e intentar hacer un esbozo de
la gréfica):

a)y=x?>+2x-3

by y=x3+4x*>+x-6

14
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C)y:x

4y My m (= Intervalos de crecimiento)

59 P.l. (= Intervalos de concavidad)

6°) Asintotas

7°) Finalmente, a la hora de representar una funcién, a veces puede ser (til completar la informacién ya
obtenida confeccionando una pequefa tabla de valores con los valores mas imprescindibles o que
no han quedado claros con el estudio anterior.

Ejercicios final tema: 27y 28

Ejercicios PAEG: 1B jun 97, 1B sept 97, 2B jun 98, 3B sept 98, 1A sept 99, 4A jun 2002, 3A sept 2003,
2A jun 2004, 1B sept 2005, 1B sept 2006

Ejercicios libro: péag. 317: 1 y 2 (polinébmicas); pag. 319: 1 y 2 (racionales); pag. 321: 1 (con raices), 2
(logaritmos) y 3 (exponenciales); pag. 325: 1 (con valor absoluto); pag. 331 y ss.: 5
(diversos tipos), 6 (polinémicas), 8 (racionales), 9 y 10 (a trozos), 11 a 17 (diversos
tipos), 18 (exponenciales y logaritmicas), 19 (con raices), 20, 21 y 23 (valor absoluto);
pag. 331: 1 a 4 (descripcidn de una funcion);

15



REPRESENTACION DE FUNCIONES EJERCICIOS

INTERVALOS DE CRECIMIENTO. M Y m:

1. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los M y m de las siguientes funciones. Aplicar
para ello, alternativamente, los dos métodos conocidos: mediante f' y mediante f''. Intentar hacer un
eshozo de su grafica (si se puede).

] 2
a) f)=x*-2¢ ) )= 1 a) f(x);x -BX2+9X
b) f(=x> -3¢ +1 x 1+1 r) y=x-12x
k) f(x) = _X+2
0) f(x)=x3 -6x% +9x -8 A3 s) y="—7
_ 2
d) f(x)= (x3-4><2 +7x—6) eX ) f(x)= t) y—x2+1
e) f(x)=Inx XX u) y:xz—x+2
—3[,2 X
f) fxexT+8x3 +18:2-10 m) fO)=3x*+2x+3 By
=
9) fORXC -3 -9x+1 n) f(x)=2X*S x*-1
2x-3
h) f(x):x4 —4x3 +1 X3 %2
0)y="—-"7-6x+3
. X 3 2
i) f(x)= .
X+2 p) y=2x-9x

(Soluc: a) ¥ (-1,0)U(1,9) ¢ (-9,-1)U(0,1); b) & (-20,0)U(2,) (0,2); c) F(-1)UB,») & (1,3); d)F IxOD);
e) ALOx00, ) ¢(-00) F(0,0); g) F(-0-NUEB, @) ©(-1,3); h) & (-03) F(3,09); i) F(-00-4)U(0, )
& (-4,-2U(-2,0); ]) Y(-20) (0,); k) F(-00) (0,0); ) & IxLDom(f) m) & (-e0-1) & (-1,);
n) < [7x£Dom(f))

2. (S) Definir extremo relativo. Razonar por qué la gréafica de la funcion y=2x+cos x no puede presentar
extremos relativos.

3. (S)Dada f(x)=

L 5 considérese la funcion g(x)=f(x)+cx. Determinar los valores de ¢ para los que es
1+x
creciente paratodo x.  (Soluc: c>3v3/8)

4. (S) Determinar el méaximo y el minimo de f(x)=x>+x+1 en el intervalo [0,2]
(Soluc: m absoluto en (0,1) y M absoluto en (2,35))

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION :

5. Hallar dos nimeros cuya suma sea 20 y su producto el mayor posible. (Soluc: 10y 10)

6. De entre todos los triangulos rectangulos de hipotenusa 5 m, determinar el que tiene area maxima.
(Soluc: el que tiene ambos catetos de 5v2/2 m)

7. Calcular las dimensiones del mayor rectangulo cuyo perimetro es 40 m.
(Soluc: un cuadrado de lado 10 m.)
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¢, Qué dimensiones debe tener un depdsito abierto de latéon con base
cuadrada y capacidad para 4000 litros para que en su fabricacion se
utilice la menor superficie de chapa posible? (Recordar: 1m® = 1000
litros) (Soluc:x=2m, y=1m)

«— <—>

«— X —»

9. (S) Se desea disefiar una lata de conservas cilindrica de 160 cm®. Hallar las dimensiones de la mas
econdmica, esto es, la que emplee menos chapa en su construccion. (Soluc: r /72,94 cm., h /75,88 cm)

10. Se desea construir un marco para una ventana que debe tener 1 m? de luz. El coste del marco se
estima en 400 pts. por cada metro de altura y 225 por cada metro de anchura. ¢Cuales son las
dimensiones del marco mas econémico? (Soluc: 4/3 metros de largo y 3/4 metros de ancho)

11. De todos los rectangulos de area 9 cm? halla las dimensiones del que tiene perimetro minimo.
(Soluc: un cuadrado de 3 cm de lado)

12. Un granjero desea vallar un terreno rectangular de pasto o
adyacente a un rio. El pastizal debe tener 180000 m>. |
¢, Qué dimensiones habréa de tener el terreno de forma que
utilice la minima cantidad de valla, si el lado que da al rio
no necesita ser vallado? (Soluc: x =300 m, y =600 m)

y

13. (S) Un jardinero desea construir un parterre con forma de sector circular. Si dispone de 20 metros de
alambre para rodearlo. ¢ Qué radio debe tener el sector para que el parterre tenga la mayor superficie
posible? (Soluc: r=5 m)

14. De entre todos los triangulos isosceles de perimetro 36, hallar el que tiene area maxima.
(Soluc: un triangulo equilatero de lado 12)

INTERVALOS DE CURVATURA. PUNTOS DE INFLEXION :

15. Hallar los intervalos de concavidad y convexidad, y los posibles P.I. de las siguientes funciones (aplicar
para ello, alternativamente, los dos métodos conocidos: mediante f'' y mediante f''':

a) f(x)=x*+1 f) f(x)=x"-6x> k) f(x)=x"
b) y:x3 o)) y:x4+2x3+6x2+10x+5 x5 x4
2 3,942 1) y=—+—+x+1
c) f(x)=x"-4x+1 h) y=x"+3x"+3x+1 10 3
d) f(x)=x-x* ) f(x)=x"-6x>+12x>-5x+1
e) y=x>-2x*-x+2 ) f(x)=Inx

(Soluc: a) 7 OIR; Db) [7(0,000 n(-20); c) JOIR; d) nOIR; e) [J(2/3,00) n (-22/3); f) [J(-c0-1)U(1,00)
n(-11); 9) JOIR; h) [J(-1,00 n (-09,-1); i) J(-01)U(2,9) n (1,2); j) n ensudominio; k) /7/[7IR;
) N(-e0-2) [J(-2,09))

16. Definir punto de inflexién. Calcular los maximos y minimos de la funcién f(x)=3x>-5x°, asi como sus

intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad. Representarla.  (Soluc: M(-1,2),
m(1,-2), P.1.(0,0))

17. (S) idem paray =x e™ (Soluc: M(1,1/e), F(-,1), v (1,0), P.1.(2,2/€?), [7(2,%), n (-,2))

18. (S) Obtener la ecuacion de la tangente a la grafica de f(x)=2x>-6x°+4 en su punto de inflexion. Intentar
dibujar la situacion. (Soluc: y=-6x+6)
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19. (S) Sea f(x) la siguiente funcion:

sen x six<0
= .
-x¢+ax+b si x>0

(siendo a y b O IR). Hallar a y b para que f sea continua y derivable en el punto x=0. Para los anteriores
valores de a y b, analizar si f(x) tiene inflexién en el punto x=0. (Soluc: a=1, b=0; x=0sies P.l.)

20. Obtener los parametros a y b para que la funcién y=x*+ax+b alcance un minimo en el punto P(-1,2).
(Soluc: a=2, b=3)

21. Hallar a, b, c y d en la funcion f(x)=ax*+bx*+cx+d para que tenga un maximo en el punto M(0,4) y un
minimo en el punto M'(2,0). (Soluc: a=1, b=-3, c=0, d=4)

22. Hallar a, b y ¢ en la funcion f(x):x3+ax2+bx+c para que tenga un punto de inflexion de abscisa x=3,
pase por el punto P(1,0) y alcance un minimo en x=1. (Soluc: a=-9, b=6, c=2)

23. (S) Sea f(x):x3+ax2+bx+7. Hallar a y b de manera que la curva y=f(x) tenga para x=1 una inflexion
con tangente horizontal. (Soluc: a=-3, b=3)

24. Hallar a, b, ¢ y d en la funcién f(x)=ax*+bx*+cx+d para que pase por el punto P(-1,1) y tenga punto de
inflexion con tangente horizontal en Q(0,-2). (Soluc: a=-3, b=c=0, d=2)

25. ¢Qué valores deben tomar a, b, ¢ y d para que f(x)=ax’+bx*+cx+d tenga un punto critico en x=1y un
punto de inflexion con tangente de ecuacion y=2x en el origen? (Soluc: a=-2/3, b=d=0, c=2)

ASINTOTAS:
26. Hallar las asintotas de las siguientes funciones (e intentar hacer un esbozo de la gréfica, si se puede):
m) y=x2-x+1 t) y:3x3+4X2+4 cc)y = L
x2+1 Inx
n = x-1
) y=27 N 2 dd) y = ex
y=—"07
0) y=x’-1 (Lo 2 ee)y = o>
X 1
, V) y=tgx f) yv=ex
- X
Y=2x-1 w) y=vx 99) y = xe
qQ y=_X X) y=1é-1 hh)y = x
x“+4 y) y=Inx . ©
) y= oy = et
x2-1 Z) y=In(x+2) ..
I y=_x
s) yox2rl aa) y =In(x*+1) eX-1
x2-1 bb) y =In(2-5x-+6)

(Soluc: a) no tiene; b) x=-1, y=1; c) x=0, y=x; d) x=1, x-2y+1=0; e) y=0; f) x=-1, y=0; g) x=%1, y=1; h) y=3x+4;
i) x=-1, y=x-2; j) y=m/2+kmr; k) no tiene; |) y=tx; m) x=0; n) x=-2; 0) no tiene; p) x=2, x=3; q) x=1, y=0;
1 y=0; s)y=0; t) x=0, y=1; u) y=0; v) y=0; w) x=0, y=x+1; X) y=0, y=-X)

REPRESENTACION DE FUNCIONES:

27. Dadas las siguientes funciones, hallar los intervalos de crecimiento y posibles M y m, intervalos de
curvatura y posibles P.l, asintotas y representacion gréafica:
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4
x% +3

d) f(x) =

2
e) f(x) = X+t

X

x2 +2

f) 1) =

9) f(x) =

XS +x-2

h) f(x) = XX—H

x% -2x+2

) f(x)= 1

x2 +11
X+5

) f(x) =

~
f(x)* Ox0(-00,0) 1 (2,00)
f()NOx0(0,2)-{1}  [=M(0,0) y m(2,8)

f(x)NOxO(-0,1) (no tiene P.1.)
LfFOQUDOXD(1,0)

(F(x) NOxO(-00,-1) 1 (1,0)
f(x) ~70x0O(-1,1)

f(x)NOxO(-00,-V3)n (0,V3)
FOQUDXO(-/3,0)n (V3,%0) [= P.1(-V3,-V3/4) y (V3,V3/4)

}: m(-1,-1/2) y M(1,1/2)

(f(x) NOxO(-00,-V3) N (V3,0)
f(x) ~0x0(-V3,v3)

f(x)UDXO(-00,-1)n (0,1)
f(x)NOXO(-1,0)n (L,e0) }:» P.1.(0,0)

}3 m(-V3, 3V3/2) y M(V3, -3v3/2)

S

-

f(x) ~0x0(-00,0)
f(x)»Ox0(0,0) ] = M(0,4/3)
fO)UOxXO(-00,-1) N (1,00)

fx)NOx0O(-1,1) =>P.lL(-1,1)y(1,1)
.

rf(x) Z0x0(-00,-1) N (1,00)
f(x)»Ox0O(-1,1)-{0} ] = M(-1,-2) y m(1,2)

f(x)NOxO(-0,0) (no tiene P.1.)
f(>)UDOxO(0,0)
.

rf(x) NOxO(-00,-V2) N (V2,0)
f(x) ~70Ox0(-V2,v2)

f(x)NOX0(-c0,-V6) N (0,V6)
f0OUDX(-V6,0)0 (V6,%0) [=> P.1.(V6,V6/8) y (-V6,V6/8)

= M(V2,Y2/4) y m(-V2,~/2/4)

(¥(x) #CIXC)(-c0,-1/2)-{-2}
) N OXTI(-1/2,00)-{1} }3 M(-1/2,-4/9)

f()UDOxO(-0,-2)n(1,0)  (no tiene P.I.)
fx)NOxO(-2,1)
~

?(x) Z0x0(-00,-2)n (0,00)

f(x)~Ox0O(-2,0)-{-1} = M(-2,-4) y m(0,0)
f(x)NOxO(-00,-1) (no tiene P.1.)
f(x)UDOxO(-1,00)

-

f(x) ~0x0(-00,0)N (2,00)

f(x)~0Ox0(0,2)-{1} = M(0,-2) y m(2,2)
f(x)NOxO(-00,1) (no tiene P.1.)
f(x)UDOxO(1,00)

f(x) ~0x0(-00,-11) N (1,)
f(x)~»0Ox0(-11,1)-{-5} = M(-11,-22) y m(1,2)

f(x)NOxO(-e0,-5) (no tiene P.1.)
f(x)UDOxO(-5,0)
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k) y=(<>-4x*+7x-6)e* £(x) NOXC)(-00,-1)
fx) 2OX0(-L,e0) | = m(-1,-18/e)

f)NOxO(-0,-3)U(0,1)] = P.1.: (-3,-90/€®), (0,-6), (1,-2e)
f(x)UDOx0(-3,0)U(1,0)

) y=x3-3x+2
m) y=x-[x-3/+[x+1

n) y=Xx2+3x
X/ +1

0) f(x)=|x-5|x

3
P) f(x)= X
==

g) y=x3%+2x?-10x-20

N y=_X
1-
X

3

S) y=£&_
)yx

t) f(x)=%+|nx

u) f(x)=In(4-x?)
_nx

X

W) y =x-Inx

V)y

28. (S) Estudiar para qué valores de x esta definida la funcion f(x)=In[(x-1)(x-2)] y en qué valores es
creciente y decreciente. (Soluc: D(f)=(-e0,1)U(2,0), <(2,%), ¥ (-e0,1))
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) CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA 1 (ver pag. 338 del libro de texto)

Dada f(x)=2x nos preguntamos ¢qué funcion F(x) aésque al derivarla nos da f(x)?
Claramente es F(x)2x pero no sélo esa sino también F(d)=% F(x)=X+5,... y en general
F(x)=x*+C (siendo C cte.). A F(x) se le llamarimitiva de f(x)". La notacién que se sigue es:

E;(x) dx = F(x)+C = F'(x) =f(x)
? W

integrand primitiva de f(x cte. de integracic

A If(x) dxse le llama "integral (indefinida") de f(x)". Nétesjue una f(x) puede teAenfinitas
primitivas, que se diferencian, como vemos, enagmstante.

Ejemplos:  a) j2xdx=x2+C d) jex dx =
b) ijz dx = e)J‘dx:
c) jcosx dx = f) I 2dx =

La cte. de integracidn C a veces se omite puestseentiende. Notese que la integracion es la
operacion contraria de la derivacion, por lo quéalga de integrales (ver final del cuaderno) es
practicamente idéntica a la de derivadas perovakré/amos a justificar, por ejemplo, el caso de la
integral de una potencia (el resto se haria igual):

n+1l
X
xMdx =
n+1

(CQ.D.)

|
XI’]+1 _(n+1)xn _Xn
n+1 n+1

puestoque (

Ejercicio: Utilizando la tabla, hallar las siguientes integsalinmediatas, y efectuar la
comprobacion:

a) jx“ dx = e) J‘dez

b) [xdx= D [Zax=

C)jxi-:-;dxz Q)J%dx:
X

d) [Vxax= ) [ g

I) PROPIEDADES DE LA INTEGRAL _ (ver pag. 338 del libro de texto)
Son consecuencia de las propiedades de la derivada:

1) _ es decir, “la integral de la suma (diferencia) asslma
If(x) tg(x)= If(x) £ Ig(x) (diferencia) de las integrales”.

1 En el proximo tema veremos el concepto de intedgfihida, y entonces comprenderemos que el obteraeprimitiva
de una funcion es relevante, pues nos permitirgnebtel area bajo una curva.

2 Mas adelante veremos que no todas las funcioemsrtipor qué tener una primitiva, al menos "eleatéent
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2) _ es decir, “las constantes multiplicatiyaseden entrar o salir
Ik 0(x) Leix = k qf(x) [aix de la integral”.

La utilizacion conjunta de ambas propiedades, jeoto la tabla, nos permite resolver un gran
numero de integrales. Para ello, a veces tendre@mesintroducir o extraer una constante en el
integrando, segun convenga, como veremos en eésigLejercicio.

Ejercicio:
1) I(X2+X+])dX: :L;+X—;+x+c
2) I6x3dx: :37>2<‘1+C

3) I(sz +2x+1)dx =

=x*+x?+x+C

(x+1° ,

4) I(x+1)2 dx = (de 2 formas) _ c
5) [(x +1)* dx= _ DT
51
6) j2x(x2+1)3 dx = (D
7) [xbct -2 ax= _oc-2r
I( ) 10 +C
8) [ X i =~ ve
s
9 SR = =Inlx®*+x+5)+C
)Ix3+x+5dx e +x-+5)
X2
*) 1O)I S dx= =x-—arctgx+C
x“+1
11)J‘ x* dx = =In¥x*+8+C
x®+8
12)Iidxz :_i.;.c
X3 %2



LE.S. "Fernando de Mena"

Alfonso Gonzélez
IES Fernando de Mena. Dpto. de Mateméaticas

Secuélionos (Ciodod Reo! )

13) jctgxdx:
14) Itgxdx:

15)j-xizdx:

16) J‘ sen2x dx =
1+ser’x

17) je2x+1 dx =

18) I3X dx =

19) I xe* dx =

20) jcosx e*"*dx =

21) I ®s2xdx =
22) Isen(2x+ 8)dx =
23) jx cos(¥ +1)dx =
24) J~cos(ln X)dx _
X
(*) 25) jtgzx dx =
() 26) [tgx =

27) Iserfx cosx dx =

28 COSX -
) J.serzx o

(*) 29) I(tg3x +1g°x)dx =

=Insenx+C

=Insecx +C

=—+C

X o

=In(l+serfx)+C

—e*™ 4+ C

sen2x
=== "4
2

Cc

__CosPx+8§) +C

2
_ ser(x2 +1) +C

=ser(inx)+C
=-x+tgx+C

2
=thX+|n(cosx)+C

_ serfx ,C

=-cosecx+C
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M) [ L

xv1-In? x

35 1 =
)I&mdx

36) [ X

1+x*

38) I dx =

(x-1*

39) [ -

x2 +2x+1

2
(*) 40) I%dx -

=x+Injx/+C

= 2arcsenx +C

=arcserx® +C

=arcsere* +C

=arcserin x|+ C

=2arcsen/x +C

_ arctgx?
2

+C

_ arctgx®
3

+C

x-1

2
:%+In\x+ﬂ+c

41),[3)( —5X+1d = 3L2+7x+29|n\x 4+C
42)Iﬁ(x2+x+])dx: =%\/x77+%\/x75+%«/x73+c
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2
43) J‘%dx: =%\/x75—%\/x73+2&+c
X
44)IXX+1 dx = :L;—x+|n(x+1)2+c
45)J‘ SEMX 4w = =In[1-cosx|+C
1-cosx

Ejercicios final tema: 1 a5
Ejercicios PAEG: sept 2005 2B
Ejercicios libro: pag. 339: 1; pag. 340: 2y 3; pag. 342: 1y 2; f4§: 1y 2; pag. 356: 1 a 12

1) METODO DE SUSTITUCION 0 CAMBIO DE VARIABLE _ (ver pag. 342 libro de texto)

Se trata de resolver una integral no inmedj'a(a) dx mediante el siguiente procedimiento:

1°) Escogemos el cambio apropiado: x=g(t)
y calculamos la diferenciaén ambos miembros: dx=g'(t) dt

2°) Sustituimos las dos expresiones anteriores (x yedxla integral a resolver (con lo que ahora
pasara a depender de t), simplificamos y, si hessosegido el cambio adecuado, obtendremos
una integral inmediata en t, que resolveremos.

3% Una vez resuelta deshacemos el cambio, es decienms la expresion obtenida de nuevo en
funcion de x

NOTA: El saber elegir el cambio de variable apropiadocada caso a veces puede resultar
complicadd, y en cualquier caso lo da la practica. A veceslgs intuitivo, pero en ciertas
integrales (trigonomeétricas, tipo arco tangente) @ueden darse reglas fijas que veremos a
lo largo del tema.

Ejemplo: ResolverI dX_ mediant@el cambio t=x-1
XvVx -1

® De momento bastara con saber que la diferenciahdéuncion es igual a la derivada de dicha fumaigultiplicada por
su incremento dx correspondiente (es decir, eledfasomo una especie de unidad de medida); pmpéie d(X)=2x

dx, d(f)=3¢ dt, etc. y, en general, x=g&> dx=g'(t)-dt
4 En la PAEG, algunas veces se indica al alumnarabio a realizar, pero no siempre.
® En este tipo de integrales con una sola raiz edadouede funcionar el siguiente cambio: radicatido=
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Ejercicios final tema: 6
Ejercicios PAEG: jun 2007 2A, jun 2010 2B

Ejercicios libro: pag. 358y ss.: 25, 26, 31y 46

V) INTEGRAL TIPO ARCOTANGENTE
A) Vamos a ver, en primer lugar, oaso particular facil de resolver:

1
X +9

dx

Ejemplo: .[

B) Veamos ahora @aso general

1°) Hallando susséomplejas # bi

dx donde ak+bx+c se resuelv
ax’ +bx+c ho tiene raices real 2°) Haciendo el camlaisbt-se transforma
dt

enJ‘lﬂ2

Ejemplo: .[xz fii "

Ejercicios final tema: 7

C) Si el numerador es un binomio dédrado, se resuelve analogamente, pero la integgaltante
ser& deipo neperiano-arcotangente

haciendo el cambivadimble anterior, y a

Mx+N . donde axtbx+c se resuelv
ax +bx+c no tiene raices realljl> continuacion separandios integrales: una
tipo In (inmediata) y otra tipo arctg
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Ejemplo: ejercicio 8a

D) Si elnumerador esde grado igual o mayor que el denominadgrse efectia previamente la
division polinGmica, se reconstruye a continua@bimtegrando (mediante la regla D=d-C+R), y

se integra finalmente aplicando los procedimieatdsriores.

Ejercicios final tema: 8
Ejercicios PAEG: sept 2000 4A, jun 99 2B, sept 2006 2A, jun 2009 2A

V) INTEGRACION POR PARTES  (ver la pag. 343 del libro de texto)

Esta utilisima técnica se utiliza para hallar, @rtaes casos, la integral de un producto de
funciones. Se basa en la difererfoi un producto:

integramos
o Iudv :u-v-Iv-dul

ambos miembros

d(u-v)=v-du+u-dv= u-dv=d(u-v)-v-du |

Existe una regla mnemotécnica para esta formula:diavi un viejo soldaditovestidode uniforme".

Ejemplo: .[ xe*dx =

1) Hay que elegir un cuya derivada no se complique mas.
2) El dv restante (jse tiene que llevar siempre el dx!idaesultar

facil de integrar.

Consejos para elegiry dv:

® Recordar que la diferencial de una funcién esligua derivada de dicha funcién, multiplicada parincremento dx
correspondiente. Por lo tanto, conserva las miginagiedades que la derivada; en particular, padifémencial del

producto, se cumple que d(u-v)=v-du+u-dv
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Existe una sencilla regla mnemotécrpeaa eleqgir u:
A — arcsen, arccos, arctg, etc.

L — logaritmo

P — polinomio (o cociente de polinomios)
E — exponencial

S— sen, cos, tg, etc.

NOTA: En el cas§ exponencialtrigonomética -dx podemos tantear ambas posibilidades.

Ejercicios:

1) jx cosxdx =

=Xxsen x+cosx+C

2) Iln xdx =

=xInx-x+C

3) jarctgx dx =

=xarctgx—Inm/x*+1+C
4) Iarcsen xdx =

=xarcsen xv1-x2+C
5) sz cosxdx = (hay que proceder 2 veces)

=x? sen x+ 2xcosx - 2sen x+ C
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6) jeX cosxdx =
(por iteracion)

_ € (sen x+cosx) iC

Ejercicios final tema: 9
Ejercicios PAEG: jun 98 4A, sept 99 3B, sept 97 3A
Ejercicios libro: pag. 343: 1y 2; pag. 344: 3y 4; pag. 357: 13y 14

VI) INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SI MPLES

P
Se trata de hallangg dx  donde: Q(xjpetorizable (es decir, tiene raices reales)

grad P(x)<grad Q(x) (en caso contrario los diviakin

NOTA: Interesa previamente comprobar si el numeradda eerivada del denominador, pues en
ese caso seria inmediq’t& (aunque, como puede imaginarse, esto no es ltuhab)
u

El tipo de integral que nos ocupa se resuelve panEFODO DE DESCOMPOSICION EN
FRACCIONES SIMPLES. Dependiendo de como sean las raices de Q(x)et@odr3 casos:

1°) SOLO RAICES REALES SIMPLES: (ver pag. 346 libro de texto)

2x+1

a0
X =3X+2

Ejemplo: I

I) Descomponemos el denominador, teniendo en cueatauguraices son x=1y x=2:
X2-3x+2=(x-1)(x-2)

1) Descomposicion del integrando en fracciones simples

2x+1 A B
. =2 . *)
Xc=-3x+2 x-1 x-2

" Este resultado deberia ser demostrado, pero eflera las pretensiones de este estudio. Esta desgsimidn sélo
funciona si grad P(x)<grad Q(x).
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[Il) Determinacion de las constantes A y B: para etlaltiplicamos ambos miembros de la
expresion anterior por el m.c.m. de los denomiresiasto es»3x+2=(x-1)(x-2):

2x+1=A(x-2)+B(x-1)

A continuacién, damos a x los valores de las rafpessto que la expresion anterior se
cumple para todo x):

x=1=> 3=-A;
X=2=

IV) Sustituimos en*() los valores obtenidos de Ay B e integramos camaando por separado:

[ 2x+1 dx= [ -3 dx+ | S dx = -3In(x -1)+ 5In(x- 2) + C
X-2

X?=3x+2 x-1
Ejercicios: 1) Resolvelj' : 1dx haciendo previam&eteambio &t [Soluc:ln 2 'i+c]
e _

6/,,7 5
2) Resolvelj %#; 1dx mediante el cambio %{Solucr o \/77 -8 f +2x -6%x +6arct9€FX+C]
X+
Ejercicios PAEG: jun 2000 2A, Sept 98 4A, jun 2008 2A

Ejercicios libro: pag. 357: 15

2°) APARECEN RAICES REALES MULTIPLES :  (ver pag. 347 libro de texto)

3X+5

——dx
x3-x?-x+1

Ejemplo: I

I) Factorizamos el denominador por Ruffini, obtenieladoraices x=-1 y x=1 doble:

X3-x2-x+1=(x+1)(x-1f

1) Descomposicion del integrando en fracciones sirfiples

3x+5 _ A B C *%
3 2 = + + 2 ( )
X*=x“-x+1 x+1 x-1 (x-1)

[lI) Quitamos denominadores en la expresion anteridtipiitando por el m.c.m. de estos, es
decir, R-x?-x+1=(x+1)(x-1}:

3x+5=A(X-1f+B(x+1)(x-1)+C(x+1)

A continuacién, damos a x los valores de las rajceslemas, otro valor sencillo como
por ejemplo x=0 (recuérdese que la anterior eigmese cumple para todo x):

x=-1= 2=4A;

8 En este tipo de integrales exponenciales puedsyarse el cambio‘et, mientras que en la del siguiente ejercicio, con
raices de distinto indice, suele funcionaf™g&f'e los indices

® También deberia ser demostrado.

10
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x=1= 8=2B+2C
x=0= 5=A-B+C

obteniéndose finalmen/=4

IV) Finalmente, sustituimos efi*() los valores obtenidos de las constantes e intezgacada
sumando por separado:

Jx —3)1(+—5x+l Ix]/-t-zldx J dX+I x l) dX:% Xiﬂdx_%]‘xi—ldx-‘-‘lj‘(x_l)édx

:%In(x+l) Linx -1+ 2D 1) = /X +1-InV/x 1——+c

Ejercicios: 1) I L’”l dx [Soluc:ln dix-13(x+1) + 2(X1+ 5" cj

x®+x?-x-1
1.1
2) Ix4—x3 dx [Soluc Inﬁ+x+§ C]
Ejercicios PAEG: jun 97 3A, sept 2001 4A, sept 2002 2A, sept 208,7j@n 2006 2A
Ejercicios libro: pag. 348: 3 y 4; pag. 357: 16 (se recomienda, aslersalizar los ejercicios
resueltos de las pags. 349 a 354)

3°) APARECEN RAICES COMPLEJAS™

Ejemplo: J x31+1 dx

I) Factorizamos el denominador por Ruffini:
XC+1=(x+1)(é-x+1)

(Notese que tiene una Unica raiz real, x=-1, yrdiz®s complejas)

I) Descomposicion del integrando en fracciones simples

1 _ A, Mx+N (%)
x®+1 x+1 x%-x+1

[II) Quitamos denominadores en la expresion anteridtipiictando por el m.c.m. de estos, es
decir, R+1=(x+1)(¥-x+1):

1=A(C-Xx+1)+(Mx+N)(x+1)

A continuacién, damos a x el valor de la Unica raé, x=-1, y ademas, otros dos valores
sencillos:

x=-1= 1=3A;

10 Este tipo de integrales no entran en la PAEG d#ilaLa Mancha, al menos en el presente curs®-201.1, salvo el
caso sencillo tipo arcotangente visto en el apd® |

11
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x=0= 1=A+N
x=1= 1=A+(M+N)-2

obteniéndose finalmente M=-1/3 y N=p/3

IV) Finalmente, sustituimos ef*{ ) los valores obtenidos de las constantes e integgacada
sumando por separado:

Ji

mmedlata tipo In -arctg

* x® —4x+5
Y 5x-12 Soluc:In 2——=2"2 + barctgx - 2) +CJ
. dx ( -2)2
Ejercicios: 1) < —6x2 413 —10 (x-2)
[ 4
d
2) X-6 dx [Soluc: In XZ_14 + arctg% + CJ
x3-x2+4x -4 X

Ejercicios final tema: 10
Ejercicios PAEG: jun 2001 2A

VII) INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

m En algunos casos se resuelven utilizando identsdadgonomeétricas y/o transformando el

integrando:
cos a =%; €n’a =% : serfa =1-cos a; cosa =1-serfa; etc..
Ejemplos:
1) Iserfx dx = _ X _sen2x
2 4
2) Icoéx dx = Icosx (1-serfx) dx =
=senx — serrx +C

11 puede ensayarse, o bien utilizar la identidadmagnétrica correspondiente, o bien por partesieelitp u=sen x, y
reemplazando a continuacién dosl-serix

12
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3) Jsen“x dx = Il_ cgst 1= cgst dx =

_ 3X _sen2x + sendx
8 4 4

+C

4) J‘ 1-sen x4 (L-senx)® o _
1+sen x (L+senx)(1-senx)

=X+ 2tgx +2secx +C

5) J‘wll- x? dx = (haciendo el cambio de variable x=sen t)

_arcserx  x 1-x2
2 2

+C

m También pueden resolverse, en ciertos casos, ntedibapropiado cambio de variable:

+ Si el integrando es impar en sen X: x=t
+ Si el integrando es impar en cos Xx: x=t
1 1

+ Si el integrando es par en sen x y c X=f+t2 =1+tg?x =——— = [COSX = —=—
cos” X V1+t2

sen X=tg X-CoS Xx= |senx =

(1+§9)-dx=dt =  |dx=—9L

Los dos primeros cambios suelen funcionar muy hierasi el tercero, que suele conducir a
integrales racionales muy arduas, con raices cqasphedltiples. Finalmente, conviene saber que
existe uncambio genera) tgx/2=t, aunque también puede dar lugar a un desarrditwitzso.

Ejemplos:

1) j os3x dx = (haciendo el cambio de variable sen x=t)

ser’x

=senx —————+C
3

2) I e’ 2xdx = (haciendo el cambio de variable cos 2x=t)

Ejercicios final tema: 11 a 15
Ejercicios PAEG: sept 2008 2A (tedrico-practico)

Ejercicios libro: pags. 357y ss.: 17 a 24, 32, 33, 44, 45, 56 yri&grandos de todo tipo)
pags. 358 y ss.: 27 a 30, 34 a 42, 47 a 49, 51(te6€ico-practicos)

12 También puede intentarse por partes, eligiendonixsg reemplazando posteriormente Bed-sefix; finalmente,
habra que aplicar iteracion.

13



INTEGRAL INDEFINIDA

EJERCICIOS

1. Calcular las siguientes integralgstenciales

a) jx—lz dx b) j‘% dx C) J.x%dx d) J.X—l% dx e) It2t3dt
9) jgdt h)jx% ax ) [Vx¥/xdx D [Eaxc k) [
3x 4 X+2

m) Iﬁdx n)J'i o) [Vx¥x¥xdx  P) | o
(Soluc:a)-1/x  b)x¥36 ) 3 d) s¥x )6 f) 3¢ g)t2
5 8
i) GQﬁT i) 3%/55 Kt/7 ) 2vx  m) 2\/53 n) 3¥x

. Calcular las siguientes integralesfdaciones compuestas

a) [ (x+17dx b) [(7x+5ydx  ©) [2x(x? +Dax d) J' 32 + D dx
f) sz(x3+2)dx g) J.(2x+1)‘3dx h) sz(xsﬂ)—?dx i) J‘(z 11)2 dx
X +

k) [ 1 )} J- m) jx\/1+ x2dx n) jxxll— x*dx

JtP+2t+1 X +3x2+3x+1

[ X2 1 2 \/Tﬂ

d 1) [ @6+ @+x-5dx S J‘

P [ e o q)jle x D [eew)@c+x-5ix S)
u) .Cos xsenxdx U) jcos xserfxdx V) jsenxa)szxdx w) J‘irctgx

J +X
y) % dx 2) J.xl:zx dx o) J.lnTde B) J'arcseﬁx dx
3) (%) arctg>¢2

4+x2

(Soluc: a) (x+1)¥3

b) (7x+5)/21

hy _ -1
18(x3 +1)°

n) _ V(1—3X2)3

9)_ -1
4(2x +1)?

S)2/x +1 t) Vx2+1
y) —cosec x  z) In*x/3

£) arctg® x/2 )
4

f) J.xx% dx

) J“fdx

h) 3¥x*
4

0) —ﬁlf D) Nf v adx)

e)jt(t2 +3)dt

J)I

0) j (x+1)(% +2+5°%x
) Ix\/x XX+l

X% +1

2x +1
x +x+1

X) I COSX_ 4y

ser?x

Y) | dx
I V1-x? arcseix

¢) OC+1)22 d) OC+12 e (P34 f) (Cr2)6
. -1 . -1 _ 1 |
) 2(2x +1) Y x2+x+1 9 t+1 : 2(x +1)?

0) (*+2x+5Y/14 p)

1 q) 2/3x+1
3

9(x® +1)°3

u) serfx/2 0 -coéx/2 V) senrx/3

a) —1/Inx

B) In%x/2 )

w) —co$x/3 X

arcen-x
3

r) (8X°+x-5)%/2

) arctgzx
2
8) 1

arsenx
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3. Calcular las siguientes integralestig® logaritmico:

a 1 b) [_1_ c 1 d) [_1 e) [_x?
)J.4x dx )jx—ldx )I3X+5dx )Iax+bdx )IX3+2dx
f) J' 0) J' 2x+1 gy h) J' i) J'senx— coSX 4
6x3 +1 X2 +x+1 3x? —6x+5 senx+cosx
O [idear Do m[ 1 g m[s€xe o jfd
xInx 1+ x2 )arctgx mamsem * 1+ tgx Ix ser/x
(Soluc: a)In x* b) In (x-1) C) In¥3x+5 d) In@@x+b) €) In¥x®+2 f) n¥Yex® +1
a
9) In(x2+x+1) h)In%3x2-6x+5 1) In@+e) D n K) In (in x)
Sen+ cosx
) In@rctgx) m) In (arcsenx) N) In@+tgx) O) Insenzx/;)
4. Calcular las siguientes integralestig® exponencial
a) je’ b) Iezx dx c) Ie‘zx dx d) Iezm dx e) je‘zm dx
f) J'xexz‘22 dx Q) J‘ xe™* dx h) IXZ e dx i) J‘(2X+])exz+x_1 dx J) J‘cosxese” *dx
k) ‘[l eInx dx |) J‘SG(,Z Xetgx .dx m) J‘ arclgx n) J‘ garcsen dx 0) J-12<d)<
X 1+x2
p) I(eX)z dx Q) J.;—idx r) Igg*dx
(soluc: a) -1/¢ b) &2 Q) -1 d) @2 e)—e>Y2  f) e 9 _ 1
2e% 2 rrd
h) ex3 1 I) ex2+x_l J) esenx k) X |) tgx m) earctgx n) ghresenx
3
0)12n12  p)36¥n36 Q) @/9° 1) 45 )
In7/5 In 45

5. Calcular las siguientes integrakeggonométricas sencillas

a) jcos&Zx)dx b) J%senxdx c) jco% dx

f) Iser(—x + ) dx )] IBcost + 6)dx h) J‘ xsenx¥ dx

k) jxcose3x2—5)dx ) J. 7Rserdx®+5dx M) J‘C;jé; dx

) J‘cos(arctgo dx
1+x°

(Soluc: a) % b) _cosx c) $en% d)—cos (x+1)
9) %ser(Zx +6) ) —% i) sen(¥+255) )
m) senv/x n) - osvVx  0) sen(inx))

_cosd®+7) k)
6

d) I ser(x + )dx e) jcos(2x+ 5)dx

i) I acost? +255dx ) J'xser(3><2+7)dx

n) J.S(i/“;/; dx 0) J‘%Inxdx

e) ser(2;< *5) 1) cos (-x+1)

Teog(4x® +25
12

_sen=3-5 |) _
6

P) senarctgx) )
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6. Calcular las siguientes integrales por el métodsudtitucion @wambio de variable

a) j(x+2)1°xdx mediante x+2=t b) jx«/x-ldx haciendo’=x-1 C)I con t=¢
e +e™
d) J‘% dx haciendo x+1=t e) J.—dx f) J.(X““l)10 d
X+1 X
(SO|UCZ a) (x+2) _2(><+2)11 c) arctge* +C d) 1,1

12 11 x+1 2(x+1)2

‘e b) Z[J(x—l)s +\/(x—1)3]+c
5 3
e) 2(«/;—arctg\/§)+ C)

7. Calcular las siguientes integralestgb® arco tangente

a|—1
2
X“+2x+2

3
dx b) J‘%dx C)I X 5 dx
9X“ +6Xx +2 1+X

d &
) J‘l+e2x dx

e)J‘ X 4y
1+ tg®x

|2 ) [tac D[l o
1+ 4" 1+ 9* VX 1+ %) X (@L+In?x)
9 [ 82 g D) [ m J‘Zidx n) [ 1 ax
B @x+27* 3+x 4% +4x +2 X +4
(Soluc: a) arctg(x+1) b) _arctd3x+1) c) % d) arctg & e)x '”(I1+ a’)
3 na
arctg2® h) arctgs” ) 2 i) arcta(inx K) arctg(3x +27)° ) V3 X
g) - ) - ) 2arctgv'x )] g(Inx) ) e ) Tamtgﬁ
m)1 n) 1 actaX
) 2arctg(2x +1) ) 2 arctg 5 )
8. Calcular las siguientes integralestig® neperiano-arco tangente
a)j#dx b) j c) J‘Xi*'ldx d)j X+1 e)jxiﬂdx
X2+2X+l7 X +2X+2 X +Xx+1 X +6X+13 25+X2
f)J‘ X+3 g4 Q) J‘ 2x+7 4 h) J'4dx ) [ |t
x%? -2x+5 xZ+x+1 X% +2x+3 x? —6x+13 X% —4x +13
2X +4
k) j
(Soluc:a) InVx2 +2x +1 —% b) In+/x* +2x +2 - 2arctg(x +1) ©) 1n/x +x+1+‘garctg2)\(é1

d) Inyx?+6x +13- arctgxz?’

€) InVx2+25 +1arctgl )

) Invx?—2x+5 + ZarcthT_l+C

g) In(x®+ x 1 4‘/73arctgzi(/71 h) InVx? +2x + ——arctg% I) InVx? - 6x+13 + 2arcth;3
) In(x? - 4x+ 131+ 3arcth;2 K) In(x? + 4y 2arctg% )
9. Calcularpor partes las siguientes integrales:
a) J. X2 e dx b) J.xlnxdx c) J.&Inxdx d) Ixz Inxdx e) J. In?x dx
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f) J.In(x +1)dx ) J.arccos<dx h) J. ¥ @sxdx i) Ix3e'xz dx ) I (% -2x-1)e“ dx

K) J.ex sen xdx 1) _[(xz +1)e*dx M) j ¥ 02 dx n) szezm dx

(Soluc: a) & (x*-2x+2) b) X2 1y - X° Q) 2/ Inx -4/ d) X2y - X°
2 4 3 9 3 9
) xIn?-2xInx+2x f) XIn(x+1)-x+In(x+1) 0) xarccosx —+1-x? h) x’senx+2xcosx-2senx
) _x2+1 D) e*(x? —ax+3) k) _€ 6enx-cosx) 1) X2 +2x+3
x? 2 X
% €

m) 1

2
2 ¥ senx? +£COSX2 n) X g2 _X o, 1 oom )
2 2 2

e +—e
2 4

10. Calcular las siguientes integralesionales

a)J‘ 2x+1 4y b)J‘ X% -6x+7 dx C)J’Zx —4x+3dx d)J‘ _ dx
x% -5x +6 x3-4x2 +x+6 x3-3x2+4 X —bx
2
e)J’ 3x+5 dx f)J‘Zx —5x% +4x - 2 4x g)J‘ 32x :3 dx h)J‘x X7 =2x+10 4,
x¥-x%-x+1 x2-3x+2 +X“ -2 x3-3x+2
|)J‘7x +3x+5dx ) X+23 4 k) 8x —2x 1 gx1) J‘x -2x% +x - X7 =2X"+x =14y
x3 +x x% +6x+9 x> -x*+4x -4 x2-3x+2
m)J‘ 2x% —4x +1 dx n)J‘Zx —8x-14 o)J‘ 2x+1 dx p)‘[ X+2 4y
x3 —4x? +5x -2 2x? —7x+3 x?-x-6
q)Jx“—3x3+2x2+3 ) .[
x3—3x*+4 e +1
(soluca) ,, -3 b) |, ¥x =280+’ Q) n(x? -x -2 -1 d) jneh-5
(x-2)° VX -3 X
e) In,/i—j—xi_l ) x2 +x+(x-)(x-2)%] ) In[(x—l)\/xz+2x+2}—2arctg(x+1)
h) In((:((;—i))z_xi—l i) |n[x5(><2+1)]+3arctgx D) Inx+3)° +x;13 k) In[(x—J)- x2+47}+garctg%
1) X—22+x+ln(x2—3x+2) M) In(x2 -3x +2) - 1_1 Ny n 3X=3"  0)Inx2+x-6)
9 @2x -1)°
1
P) In(x - 3) )7””(X XTI ) x—inet +1) )

11. Calcular las siguientes integrakeigonométricas no inmediatas haciendo cambios o transformando los

integrandos:
a) Icoss xdx (hacer senx=t) b) jsensxdx (hacer cosx=t) c) [Senx+19x ,  (descomponer el integrando)
cosx
d) jsenz xcos? x dx e) Isecx dx ) Icosxctgzxdx [sustituir ctg?x = —2L _1j
Sen2X
9) J.cos2 3x dx
(SOlUC: a) senx - %sensx 4 Serx b) - cosx + %0053 x - C0S”X C) secx- Incosx d) %—%

e) In\/@ f) —cosecx —ser x g) X , Senéx
1-serx 2 12
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12. Calcularpor el método mas adecuad¢entre paréntesis figura una ayuda) las siguientegrales:

dx (inmediata)

a),[(x— 2

d) _[ (2 -2x-3)inxdx (por partes)

gj 6x+8 gy (In-arctg)
x2+2x +5

1+serfx dx (cambio senx=t)
SEeNXCOosSX

m) Ixz sen3xdx (por partes)
p) J. X 3 dx (In-arctg)
S) Im dx (inmediata)

X

v) [Lr2x gy
J 1+x2

y) .LT-C{X (hacer la division)
X —

B) [ 1 dx (tipo arcsen)

Jx?-2
(Soluciones:
a) -1

x-1

d Cxzoax |- XXy
)Inx x2 = 3x 5 3 3x

9) In(x2 + 2x +5)° +arctgx+l

) In Sem
cos® x
M) _ x®cos3x , XserBx , 2cos3x
3 9 27

P) In(x? ~8arctgX
In(x“ +49) 7arctg7

s) In*x
V) arctgx+in(X¥+1)

y) §+x +In(x —1)2

1) el (Nx-27? (Inx+1))
(Inx-1)%

b)J.in_l dx (tipo In)
33X —-6x+5

e).[le—l

h)J. x*+1 4y (raices] simples)
x* -5x+4

dx (raice&] simples)

k) |_cox_ 4y (transformar el integrando)
1-cosx

n) Ix arctgxdx (por partes)

q)j

t) J.sen(lnx)dx

-3¢ -X- 2d)< (raices] simples)
3y —

w) ‘Hj dx (hacer la division)
—X

c) I (x -1)€ dx (por partes)

f) I X+5 g4y (raices simples)
x2+x-2

i) J.sec3x dx (cambio senx=t)

) j cos3xserf 3xdx (inmediata)

0) I X € dx (por partes)

r len(x+ 1)dx (por partes)

u) J.x[ln(x2 + 1)-e‘x]dx

X) | X2 +X+1 4 (hacer la division)
X+1

2) [ ax 0) [V7r 20,
x2+9 coé x
1 _
'y) J- dx (hacer In x=t)
A1 x=2Ir7 x—-Inx+2
b) In¥3x2-6x+5 C) xe* —2¢&
e x-1 (x-1)°
VX e
) I G (S 1) 1n Vserxr 1 - In Ysenx—1 - 1
2 (x- 1)2 4(senx 1) 46enx+1)
k) -x-cosecx-ctgx [) ser’3x
9
n) x’arctgx - x +arctgx 0) x%* _ xe¥ | 2%
2 3 9
a) X—22+ x+ Inx= I/ (x= 2% - In¥x+1 N x2 In«/x+1—x— +1—In Jx+1

t) % xgenln x — cosln x)

W) —x-In(1-xy
Z) InVx?+9

13. Calcular la primitiva de f(x)=Ifx que se anula en x=e

14. Determinar f(x) sabiendo que f """ (x)=24x, f(0)¥0(0)=1y f " (0)=2

u) len\/2x2+1+|n\/71 x2 + X1
e

2
X) X? +In(x +1)

0) Y7+ 299°
3

(Soluc: f(x)=xX+x+x)

15. Hallar un polinomio cuya derivada se&x-6 y tal que el valor de su méximo sea tres vewgr que el
(Soluc: p(x)=X/3+xX/2-6x+71/4)

de su minimo.
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‘Socuéllamos (Ciudad Real)

) CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA  (ver pags. 371y 372 del libro de texto)

b
DEF: J.f(x)dx = &rea del recinto limitado por la curva f(x), [ B, y las rectas verticales x=a y x=b

Gréficamente, coincide con el &rea A del difujo

W

A

Signo de la integral definida Hay 3 posibilidades:

/_\ a b y=sen x
. - + -
T —_
a b
Cuando la curva esta por Si  esta por debajo, on
encima del eje x, el area entonces la integral p-ej. | senxdx =0
es positiva (l6gico pues definida es negativa (ya
f(xX)>0 en ese caso. gue entonces f(x)<0) °

¢,Coémo se calcula?Mediante laREGLA DE BARROW ? se trata de hallar una primitiva F(x)
mediante los procedimientos del tema anteriorcgrainuacion valorarla entre los extremos a 'y b:

If(x) dx=Fx)+C = If?x) dx =F(b)- F(a)

Ejemplos justificativos: (ver mas ejemplos justificativos en pags. 366 ydTibro)
a) f(x)=2

3
- A A:J.de:
1

1 3 (puede comprobarse el resultado graficamente)

! La definicién anterior puede entenderse intuitieate si pensamos que f(x)-dx representaria eldirem rectangulo
infinitesimal de altura f(x) y anchura tan pequefieno queramos dx, por lo que la integral definidiadria a ser la suma
de esos infinitos pequefios rectangulos. Para ungremsion mas rigurosa de este hecho véanse las3&gy 365 del
libro de texto.

2 |saac Barrow (1630-1677), eminente matematicaémgl profesor de Isaac Newton en Cambridge. Verstificacion
de esta regla, que se conoce c@hdeorema fundamental del calculo integexl pag. 364 del libro de texto.
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b) y=x-1

1 A:IEx-l)dx:
1

//I 2 (Compruébese que el area A del triangulo es efatiénte la calculada)

3

A=J‘(—x+5)dx=

(Compruébese que coincide con area A del trapkcioyal viene dada

porA:BTJ“bh)

Notese por consiguiente que la integral definidadiuna utilisima aplicacion al calculo de areas.

21
Ejercicio: Comprobar por Barrow qufsenxdx =0
0

Ejercicios PAEG: jun 2009 2B, sept 2008 2A, jun 2008 2B
Ejercicios final tema: 1 a 8
Ejercicios libro: pag. 371: 2; pag. 372: 1y 2; pag. 381: 1 a 3

) PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA (ver estas y méas propiedades en pag. 368)

1) Si cJ[a,b]: J‘fb_J‘ e +J‘fb Esta propiedad nos sera muy (til a la hora derhellarea de

. Ja . un recinto compuesto como suma de dos 0 mas ssbé&aa
justificacién es trivial, tanto graficamente complieando la
regla de Barrow.

2) a Obvio y facil de probar.
j f=0
3) o b a Puede demostrarse aplicando la regla de Barrow.
f =—If
Ja b
4) o b b b Es una consecuencia inmediata de una propiedadgande la
f ij g =I f+g integral indefinida. Una aplicacién de esto esgjefcicio 9.
Ja a a
5) ra La interpretacion gréafica es obvia:
funciénimpar=0
¢ —a




ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Las dos areas son iguales pero de signo opuestdo po
gue su suma es cero.

Por ejemplo, podemos concluir qufexnzsenxdxzo sin
@ necesidad de hacer la integral. -n

1) AREA BAJO f (ver pag. 373 del libro de texto)
En cada uno de los tres casos vistos en el apdrtedird que proceder de forma distinta:

1) f es positiva:
f(x)

A b
A :Jf(x)dx (por la propia definicion de la integral definjda

2) f es negativa:

A= J‘flzx) d% obien: A = -Jf?x) dx

f(x)

3) f es positiva y negativa (se alterna): por la propiedad 1

\

A =A1+A2+A3=j f+(|f
a Xy

b
+If

NOTA: En general habrd que hallar los puntos en que al eje X(x1 y x> en el ejemplo
anterior)_pues no sabemos de antemano si f(x) eadebsignd También, a veces conviene

representar f(x), pues puede formar con respectgeak dos o mas subéreas (ver p. €j.
ejercicio 15)

% Recordar que para obtener los puntos en que mc#fucorta al eje x hay que resolver la ecuadig)r0
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Ejemplo: Hallar el &rea limitada por la parabola 2 y el eje x

Nétese que en este ejemplo la integral en siteesdgativa, pues la pardbola esta por
debajo del eje x, pero el valor absoluto la cortgienpositiva, como debe sgror tratarse de un
area.

NOTA: si nos pidieran edrea respecto al eje yentonces intercambiariamos la x con la y (véase e
ejercicio 34), jpero no olvidemos que los limitesintegracion estaran ahora en el eje y!
Todo esto puede comprobarse graficamente mirandmsllz la hoja en la que hemos
dibujado el recinto.

Ejercicios PAEG: 1B sept 2004, 1 A jun 2004, 2B sept 2008
Ejercicios final tema: 10 a 16

Ejercicios libro (los resaltados en negrita se recomiendan)ag. 374: 1; pag. 381: 4 a 8, 2Dy
42 (se recomienda ver también los ejercicios réssiel pag. 374y 2, 3y 4 pag. 376)

IV) AREA LIMITADA POR DOS CURVAS  (ver pag. 373 del libro de texto)
Existen tres posibilidades:

1) Ambas curvas son positivdsy no se cortan:

f(x

A

asfrfsefi-o

a b

2) Ambas curvas son de distinto signo y no se conta

A, f(x)

b b b
AT=A1+A2=j f—jg=j<f—g)

En este caso hay que hallar los puntos de cogparar en
varias integrales; por ejemplo, en el caso delaré:

Ac=aras=[ 6=+ [@-0

a(x

4 Nétese que llegariamos a la misma férmula si arobas fueran negativas, es decir, situadas baje &
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Como conclusién, en general tendremos que resphetiamente el sistema formado por
ambas funciones para hallar el punto o los puntoglel se cortan. Ademas, conviene dibujar el
recinto pues a veces hay que hallar el &rea pediti@ suma de varias subéareas, por dos razones: o
bien porque se obtienen dos o mas recintos semafpde]. ejercicios 22 y 26), o bien porque se
obtiene un recinto Unico delimitado superior erigfienente por curvas distintas (problemas 35 a 37
y junio 97 2A).

Ejemplo: Problema 4B sept 97

NOTA: En algunos problemas, una vez dibujado el recatioyendra intercambiar la x con la y para
hacer lo anterior con respecto al eje y (como gur@blema 1B junio 98). Otra solucién puede ser
subdividir el recinto en sectores.

Ejercicios final tema: 18 y ss.
Ejercicios PAEG (por orden de complejidad):

= jun 2001 1A, jun 2003 3A, jun 99 1B, sept 99 4BHts2007 2B, jun 2007 2B, sept 2006 2B,
jun 2006 2B, jun 2010 2A (&rea entre rectas y/@lpalas)

= Sept 98 2A, jun 2002 3A (hallar previamente laadgangente)
= Sept 2000 1A, sept 2002 4A (valor absoluto)
» jun 2000 4A, Jun 97 2A, jun 98 1B, sept 98 2A (vaniecintos)
Ejercicios libro: pag. 374: 2; pag. 381y ss.: 99 18, 21,24, 31, 33, 34 y3(célculo de &reas)
pag. 382y ss.: 23, 25, 26, 27, 35 a 41 y 68 (tedracticos, con parametros, etc.)
(se recomienda ver también los ejercicios resuetpsig. 374y 5 a 8 pag. 377y ss.)
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B [ntegral definida

3
1. Definir la regla de Barrow. Calcular] | x |dx (Soluc: 4)
1

1
2. Calcular: I x+va?+b?x? dx [s o Ve ) -
0 oluc ———

3b?
o Vw2
3. Calcular: | x senx dx (Soluc: 1/2)
JO
d 1
4. Calcular: | x arctgxdx (Soluc7#4-1/2)
L 4 O
5. Calcular: .(1X2 +1)e dx Soluc:> -
. . } O 4 ®2
! dx 4
6. Calcular; | —2> Soluc: | —j
Jo x+D)(x+2) ( oueng
d 1
7. Calcular: dx Soluc: In¥/2 + 773
JO X3 +1 9

T
8. Hallar el valor dej Xzsen xdx sin necesidad de integrar.

-

(Soluc: 0, por ser el integrando funcion impar ynéérvalo de integracion simétrico)

/2

/2
Q. Sean:a=J.xsenzxdx b= | x cos’x dx
0 0

Calculam+by a-b y obtener los valores @eyb.  (Soluc: a=¢7+4)/16; b=(77-4)/16)

m Area bajo una curva

10.Calcular el area limitada por la curya- 21 , las rectas x=2, x=23 yelejex. (Soluc 7724 \f)
X +4

11 Hallar los valores de a, b y ¢ en el polinomia)2&¢+bx+c de forma que P(1)=4, P'(1)=8 y P(2)+15P(0)=0.
Representar la funcion y calcular el area finitangendida entre la curva y el gje x.
(Soluc: P(x)=3%+2x-1; 32/27 4)

12.Calcular el area limitada por la curga=In2 x , las rectas x=1, x2g el eje x. (Soluc: 282 /)
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13. Calcular el &rea limitada por la curya= y1-x2 ylas rectas y=0, x=0, x&2 /2. (Soluc: (#2)/8 P

14. Calcular el area comprendida entre la cur\aa—
inflexion de dicha curvgSoluc: 77/3 (f)

, el eje x y las rectas verticales gasap por los puntos de

15. Dada la funciény =—*—

X +2
pasan por el maximo y el minimo de la funcién dg&aluc: In2 d)

, calculada encerrada por la curva, el eje x y las rgetgEendiculares al eje x que

x?  si-2<x<0

16. Considerar la funciom(x) =4 2x si 0sx<2 . Representarla y catdaksiguientes integrales:
10-3x si 2<x<4

1 4 4
a) If(x)dx b) If(x)dx C) If(x)dx
-2 i -2
17. Considérese la funcién

t?> si0<t<1
f(t) =
1 silst<?

Y S€aF(x) = I Xf(t) dt 1sx<?2
1

a) Hallar una expresién explicita para H8pluc: F(x)=x-1)
b) Dibujar F(x).

Area entre dos_curvas

18. Calcular el area encerrada entre las gréficdmsdieas y=x, y=x(6-x)(Soluc: 125/6 )
19. Hallar el &rea de la regién comprendida entredagbolas y=, y=-2X+3. (Soluc: 4 6)

20. Dibujar la curva y=%3x-10, y calcular el &rea del recinto limitado peta curva y la recta y=2X8bluc:  343/6
2
u)

21 Hallar el &rea de la regién limitada, para x>d,y=x y la recta y=8x (Soluc: 16 §)

22. Calcula el area comprendida entre las curvas fB&-7>C+2x-1 y g(X)=%+4x>-8x°+4x-1, sin necesidad de
representarlas.(Soluc. 37/127%)

23. Sean f (x) :\F Y g(x) :‘1— x\ . a) Dibujar sus gréficas en los mismos ejes kahalis puntos de interseccion.
2
b) Determinar el area del recinto encerrado emtteaa graficas.

24. Calcular el area de la region del semiplga0 limitada por la curva y=Ln X, su tangente en y=4 recta x=3.
(Soluc: la tangente es y=x-1; el area es 4-3IAB u

25. Calcular el area de la region encerrada entréeyyx:\/x» (Soluc: 1/3 6)
26. Calcular el area de la region encerrada entréeyyx:%? (Soluc: 1 4)

27.Hallar el area de la regién acotada del planodidaitpor las parabolas=x*x, y=2x. (Soluc: 2 @)

28.Calcular el area de la region situada entre laneet y las curvas y2e y=8/x (Soluc: 8In2-7/3 9
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29. Hallar el area del recinto acotado por las curvad yy=16/x y la recta x=1 (Soluc: 16In2-15/47%)

30. Calcular el area del recinto limitado por la cupwa®™ y la cuerda de la curva que une el punto de abssid con el
de abscisa x=1 (Soluc: (é+5)/6 )

31.Sea a>0. Hallar, en funcion de a, el area limitaatda parabola y=xy la recta y=ax (Soluc: &/6 Lf)

2x?
2

a) Dibujar su grafica indicando su dominiadeénicion.
b) Calcular el &rea de la regién acotadadidaitpor la curva anterior y la regtal. (Soluc:6p3+In(2-v3)] u?)

32 Se considera la funcioy =

33. Hallar el area de las regiones comprendidas kntierva y=X v las rectas y=x, x=0, x=2.  (Soluc:1 8)
34. Calcular el area de la region limitada por lavas y=X e y=X" entre x=-1yx=1 (Soluc:3/2 6)
35.Calcular el rea del recinto limitado por las regtax, y=2x y la parabola y2x (Soluc: 7/6 6)

36. Calcular el area limitada por la grafica de lacfan f(x)=Ln x, el eje x y la recta tangenteiehd gréafica en el
punto x=e. (Soluc: (e-2)/2 9

37.Se considera la funcién y%
a) Dibujar la grafica.
b) Calcular la recta tangente en x=1 a la grafltaujada y calcular el area limitada por dicha igeafla
tangente y el eje x(Soluc: tangente: 3x-2y-1=0; area=1/1%)u

38.Hallar el area limitada por la curva x=16wel eje y (Soluc: 256/3 9
39. Hallar el valor de la constartigpara que la funcion f(x)2@2x°+bx tenga por tangente en el origen a la bigectel
primer cuadrante. Calcular entonces el area d=glam limitada por esa tangente y la gréfica de f.

(Soluc: b=1; 4/3 8)

40. Hallar el valor del parametepara que el area limitada por las graficas déulesones f, (x) =vax Y f,(x)=x"a
en el primer cuadrante sea igual a tres unida@®sluc: a=3)

41. Sabiendo que el &rea comprendida entre la cyrva y la recta y=bx es 1, calcular el valoride

(Soluc: b=1/33)

42. Calcular el valor da sabiendo que el area comprendida entre la parépolérax y la recta y+x=0 es 36.
(Soluc: a=5)






1. Hallar x e y para que ambas matrices sean igu g "2 x 3 03y (1 -27310
3 2 10 -3 y 2 1 0 -3

2. Indicar tres ejemplos de matriz simétrica de of®len
B Operaciones con matrices
3. Dadas:a = 1 2 0 1 B= -13 2 -2 yC= 2 -2 -4 0
2 -3 5 -1 2 4 2 1 /2 3 -1 -1

hallar:a) A+B b)-B c)A-B d)2C €)-3A f) A+3B-4C

@ Ejercicios libro: pag. 52: 1 (comprobacion de las propiedades &g

1 -1 2 2 2 -1 3 -2

4. Dadas:p = ,B=|1 3 0|yC=|1 3
-2 0 3

0 4 -2 5 0

hallara) A-B b)B-A c)A-C d)C-A e)B-C f)C-A g)B> h)A®> i)B-B' j) B®

5. Dada una matriz A, ¢existe una matriz B, tal gygroducto AB, o bien el BA, sea una matriz da sola fila?
Indicar ejemplos.

6. Comprobar si existe una matriz B tal que etipoto AB sea una matriz de tres filas, siendo

(1 3 2 1}

A=

4 5 3 -
3

7. Dadas las siguientes matrices: A=(2 1 5) y B=|2

4
escribir los productos AB y BA.

8. El producto de dos matrices diagonales es aitdzmiagonal. Comprobarlo para dos matrices deroB.
@ Ejercicios libro: pag. 55: 2; pag. 61: 3 a 10; pags. 72y ss.: 1, 28 22, 32, 3435y 36 (operaciones con matrices)

9. Resolver la ecuacion matricial siguiente e iadia dimension de la matik

0 2 2 4 -1

13 -1
-1 3( ]-2X=30 1 2

-1 0 2
14 6 3 0



10.

11

12

13

14.

15

16.

17.

18.

19.
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2 3
Calcular & - 3A - |, siendoA =
1 1

11
Demostrar que la matrid = ( J satisface la relacion’a 2™ A
11

Calcular, por induccién, las potencias n-ésidekas siguientes matrices:

111 1 1/7 1/7 100 0 2 -1
A=(a 1] B=|111 C=|0 1 O D=1 10 E=|0 0 1
0 a 111 0 0 1 001 00 0
111
DadalamatiA ={0 1 O pige: a) Calcular X, A%y A* deduciendo una férmula general pafa A
0 01 b) Demostrar que la férmula anterior también es w4fidra A™

c) ¢, Cuéanto valdria 8?

4 5 -1
(S) Calcular &, A®y A*®dada la siguiente matriza =| -3 -4 1 (Solucion: A%%=A?)
3 -4

0

-1 0
+A, que también verifique la relaciérf-8=0.

(S) Comprobar que la matrif = ( ) verifica la relacién Ar1=0. Obtener una matriz,B, distinta de

0O -1 -2
(S)Dada lamatrizA =| -1 0 -2 |, determinar, si es posible, un valordpara el que la matriz (Af)?
1 1 3

sea la matriz nula. (Solucion:a=1)

(S) Determinar los valores de X, y, z para que seigaséfla igualdad

o P b

(Soluc: hay cuatro soluciones posibles: -2,2,12,-2; 2,-2,1; -2,-2,-1)

Dada la matriza = {3 J encontrar la expresion general de la magiz (a bj tal que el producto de
2 - 0 c

A0
ambas conmute. (Soluc: B= ( B
0 A

Hallar la forma general de las matrices X quanuatan con(l 1) {Soluc: X = (a bD
01 0 a
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1 4
2X+Y=( J

20. a) Encontrar dos matrices X e Y que cumplan: 2 0
-1 2

X=-Y =
10

15
2X—3Y=( J

b) idem con 4 2
5o
X-Y =
3 6
21 Calcula,y, z, t para que se cumpla qLEez i j(x yj = (5 1} {Soluc: [5/2 3/2D
0 1z t 0 2 0o 2

< Ejercicios libro: pag. 72: 10 a 15 (ecuaciones y sistemas senciflosmatrices)

B Operaciones con datos en tablas y grafbs

22. En un centro de estudios de idiomas los alundedrancés y aleman se distribuyen en 4 nivelesocom
indica la matrizA. Los precios que pagan los alumnos por hora dee aependen del nivel en que se
encuentren y de que el aula disponga o no de pudstdaboratorio de idiomas, segun figura en laimat
B. Calcular lo que percibiria este centro educatiuo hora de cada idioma impartido dependiendo @e qu
las aulas estén o no dotadas de los medios medogna

FR. AL.
1 12 16 1 2 3 4
A= 2 10 1 B=sin lab. 5 55 8 10
3 15 11 con lab. 7 7 10 12
4 10 7

(Soluc: haciendo BA obtenemos FR sin 1ab=33,5 €,cBR lab=42,4 €, AL sin lab=29,850 € y AL con
lab=38,3 €)

23. Una factoria produce encendedorgs rotuladoresP, , y llaverosP; , para cuya elaboracion se precisan
materias primas como gaé; , tintaM, , plasticoM; y metalM, . Dos compafiias distribuidor®s y D,
se encargan de proporcionar a los comercios esidagios. Sea:

R P, P
D, 1000 650 401
A=
D, 1000 600 35

la matriz de pedido de los tres productwrsparte de los distribuidores,

My M, M3 My

=) 10 0 40 1
B= R 0 20 60 0
3 0 0 30 3

la matriz que expresa la cantidad de cada una Slenderias primas, en gramos, por unidad de cada
producto, y
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K
M, (4)
M, 2
C=
Ms 3
M, 4

la matriz de costes por gramo de cada mateg@ié materias primas forman parte de los llaygres qué
cantidades por unidad producida? Calculategpretar el significado d&B, BC y ABC.

(Soluc: en cada llavero hay 30 gr. de plastico yg80de metal; AB expresa la cantidad total de cada
materia prima que precisa cada distribuidora; BClasnatriz de costes de cada producto; A BC expresa
los beneficios que obtiene cada distribuidora)

24. Las velocidades medias de tres coghds,C en km/h, vienen dadas por la matriz
50
V= 80
120

El nimero de horas que cada coche viaja viene gadéa matriz H= (3 4 6). Calcular los prodsct
HVy VH, interpretando los valores de los términos denasices resultantes.

(Soluc: el tnico término de H V representa el taakms. recorridos por los tres coches; cada téondie V
H representa los kms. recorridos por el coche admcidad que indica la fila en que esta situadgando
el numero de horas que indica la columna)

25.  Se realiza una comparacion del precio de cymbductos en tres supermercados distintos. Losogreor
kg de los productos en los distintos supermercaidogn dados por la matriz

S S S
Verdural 8 9 10)

Carne | 40 50 40

Pan 4 4 3.5

Fruta (12 15 14

El nimero de Kg comprados respectivamente de cadaigto esta dado por la matriz (2 3 1 2). et
el producto apropiado de matrices, comparar eéatedttotal de la compra en los tres supermercados

(Soluc: la matriz del coste total de los producteg164 202 171,5))

26.  El consumo anual medio en litros de leche dedaasemi y entera de tres familiasf; y F; viene dado por
la siguiente matriz:

desn semi entera

A = F1 [480 157 8
F, | 545 210 1

Fg 120 80 3

mientras que la evolucion de los precios en € lés faoductos en los Ultimos afios es:
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28.
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30.
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2006 2007 2008 2009
B = desn 80 83 90 92
semi 83 87 88 90
ent 85 88 90 95

Calcular e interpretar A-B(Soluc: Representa el gasto anual de cada familileehe)

Una cooperativa farmacéutica distribuye un pctmen tres tipos de envases A, B y C, cuyos psecesos

son los de esta tabla:

Peso () Precio (€)
A 250 1
B 500 1,80
C 1000 3,30

A una farmacia se le ha suministrado 5 envasesunopeso total de 2,5 kg por un importe de 8,90 €
¢, Cuantos envases de cada tipo ha comprado la fathf@bligatorio utilizar matrices).

Para viajar de P a R no hay vuelo directo, sinohgiyeque hacer escala en alguno de los cuatrowstop

de la ciudad Q, segun el siguiente grafo:

R

/ Q
P/QZ
\QS
Q4

Construir la matriz fila que representa los vueles® a Qy la matriz columna de los vuelos deaR. ¢Qué
debemos hacer con ambas matrices para obtenametamdle combinaciones de vuelos de P a R? ¢ Cuantas
formas hay de ir de P a R@Soluc: Multiplicarlas; 9 formas distintas)

En una academia de idiomas hay 100 alumnos,e®01&€n 2° y 80 en 3°. Al final de curso se dan los
resultados que se resumen en el siguiente grafo:

25% 30% 20%

60% 70%

) ()
T 7 B
N =

5%

Por ejemplo, el 25% de los alumnos de 1° repité0& pasa a 2° y el 5% pasa directamente a 3@l r
abandona). Formar adecuadamente la matriz 3x3eguesenta el % de alumnos que pasan a los diferente
cursos. ¢Como debe operarse con la matriz colummaegoge en n° de alumnos por nivel en el presente
curso para obtener el n® de alumnos por nivelédimo curso?

En una ciudad A hay tres aeropuertesfd y Az, en B hay cuatro y en C dos. Una persona queaguide
A a B un cierto dia de la semana, y de B a C abigjgiente, dispone de los vuelos que se recogei en
siguiente grafo:
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A B C
A1 > B
N &S S
> Bz ]
AT
\‘ B3| G,
A3 * 84;

Construir sendas matrices que representen loss/deldd a B y de B a C. ¢ Qué operacién debe hacerse
entre ellas para obtener el nimero de formas thistike ir de Aa C?

< Ejercicios libro: pags. 73 y ss.: 30 y 31 (tablas y grafos); 37 a48) 45 y 48 (tedrico-practicos)



m Calculo de determinantes. Propiedades

1. Calcular los siguientes determinantes de orden 2

a) |7 —w b)[4 w oo o d)y [3 7 e)|7 21 f)[33 51 9)
2 4 6 0 31 3 7 4 1 3 5

h)y[13 6 i) |1 HI7r -2 k|3 1 ) [-140 7
4 -2 11 7 -2 21 7 60 —J

(Soluc:a) 30; b) -66; c) 0; d)0; €)0; f) 0; g)2; h) -50; i) 0; j) 0; k) ;1) 0)

2. Hallar el valor del determinante d@g:La matriz nula de orden B) La identidad de orden 2) Cualquier matriz

diagonal de orden 2 (Soluc:a) 0; b) 1; c) el producto de los elementos de la diagdnal

@ Ejercicios libro: pag. 95: 1y 2 (calculo de determinantes de or2jen
< Ejercicios PAEG:3B jun 2010

3. Calcular los siguientes determinantes de ordgpli8ando la regla de Sarrus:

12 3 -2 13 - 11 3 -2 7
a1 1 - b)lz 1 A5 4 d)lg 7 &)1 7 lo 11
20 3 4 2 2 10 - 4 1 0
90 0 4 - 10 47 5
Do 3 hl-1 1 DRI Do 10 9
6 0 2 30 0 01
(Soluc:a) -15; b) -36; c)-11; d) 0; e)-168; f) 389
ab 2a 2c 2
4, Silp q 1 =25, calcular razonadamente el valor|de 2w 2 (Soluc: 200)
u v w 2p 2r 2

5. Demostrar, sin desarrollar, que el siguienterdahante vale O:

1 a b+
1 b a+

1 ¢ a+b

X Yy Z
6. Si|3 0 2 =5, calcular, sin desarrollar, los siguientes deteamies:
1 11
2x 2y 2 X y z x-1 y-1 z-
a)3/2 0 1| b)|3x+3 3y 3z+ c) 4 1 3 (Soluc: todos valen 5)
1 1 1 X+l y+1 z+1 1 1 1
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a b c
7. DadaA=|d e f tal que det A=4lizar las propiedades de los determinantes pafarteivalor de:
g h i
2 2h 2i 2a+3d 4c+6f b+
a) det (2A) b) det A c)| a b c d| -d -2f -e
d+2a e+2b f+ g 2i h
b 3a c a b-2a a-c
)| h 3g i Dld e-2d d-f (Soluc:a) 8; b) 4; c) 8; d) 16; ) 24;1) -4)
2e 6d 2f g h-2g g-i

@ Ejercicios libro: pag. 83: 3y 4; pags. 95y ss: 8, 14, 20, 38 ym6piedades de los determinantes)
@ Ejercicios PAEG:1B jun 2003; 4B jun 2002; 3B jun 2005; 3A sept 2006

8. Sin desarrollar los determinantes, demostriielatidad
1 a® a] |bc a a?
1 p? pbI=lca b p?
1 2 3 lab ¢ ¢2
9. Justificar que si A es una matriz cuadrada deroB y k un nimero real, entonces det(kA}fek(A)

10. Justificar, mediante una matriz de orden 3, qué\ddet A

11. Resolver el problema 16 de los ejercicios del tamarior mediante determinantes
(Ayuda: aplicar que el determinante de un produdg matrices es el producto de los determinantes)

12.Resolver las ecuaciones siguientes:

11 1 ab
al x 1/=0 b)la x =0
1 1 X3 a b x

(Ayuda: previamente hacer ceros debajo de la diaon  (Soluc: x=+1; x=b, x=c)

@ Ejercicios libro: pag. 95 y ss.: 3 y 15 (ecuaciones con determisante

13.(S) Resolver la ecuacion det(A-x1)=0, siendo
100

A=(2 2 4
112

, | la matriz unidad de dimension 3§X la incognita. (Soluc: x=0, x=1, x=4)

14. Calcular por Gauss (es decir, haciendo ceroslaajiagonal) los siguientes determinantes:

1 1 1 1 1 1 132 311 32 2 1 3 2 2 4
alt 1 1 by -1 x 1 c)[3 5 3 df131 e)t 112 fHlo-151

-1 -1 01 -1 -1 X 36 3 113 4 3 1 3 2 13 2

-1 -1 -1 -1 -1 -1 X 6 4 5 111 4 3 0 2 4 2 6
(Sol:a) 8; b) (x+1)*; c)-2; d)48; €)2; f) -3)
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15. Calcular por el método més conveniente (prefenegiée por Laplace, haciendo ceros previamente):

2 3 -2 10 -1 2 12 3 4 5 1 2 2 2 3 -5 4 4'63:'2
5 4

a)|3 -2 1 b2 3 2-2 ¢ 121 ds 351 ¢p24 7 3 Hi
8 -1 1 7 4 -3 4 4 4 7 4

2 4 0 31 5 - 34 12 . ) - 33 6 3

(Sol:a) -286; b) -72; c) 0; d) 2; €)1889; ) 6)

< Ejercicios libro: pag. 87: 3; pag. 88: 1; pags. 95y ss: 9, 10 yetculo de determinantes de orden 4 o superior)

16. (S) Calcular el valor del siguiente determinante:

10 10 1

5a 5b 5 (soluc: 50(b-a)(c-a)(c-9)

a® b® c?

17. (S)Calcular:
abc -ab g2
_bzc 2b2 -ab
b’c? -b’c 3ab
(Ayuda: extraer previamente factores del determiggan (Soluc: 2§b4c2)

18. (S) Calcular:

1 1 1
l+a 1 1

1 1+b 1

1 1 1+c

(Ayuda: hacer ceros en la u? columna) (Soluc: -abb

19. (S) Calcular el valor del siguiente determinante:

3 X X X
X 3 X X
X x 3 x
X X X

(Ayuda: sale faciimente sumando a la u? fila lstantes, y después sacando factor com{{Spoluc.: 3(x+1)(3-x))

20. (S) Calcular el valor del determinante:

(Ayuda: sale faciimente sumando a la 42 fila lesids, y extrayendo factor comin)(Soluc: 4a+3)
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21. (S)Resolver la ecuacion:
1 X X2 x3
3 2x+1 x2+2x 3x3 —o
3 x+2 2x+1 3x
1 1 1 1

(Ayuda: hacer ceros debajo de la diagonal, factomdo los polinomios que vayamos obteniendo, paraader
sacar factores comunes)Soluc.: x=1)

22. Resolver la siguiente ecuacion, sabiendo quesainaion es x = - (a+b+c+d):

x ab c d
ax b cd
ab x c d=0
ab cx d
a b c d x

(Ayuda: sumar a la 12 col. las otras, y despuéarstactor comun) (Soluc.: las otras raices son x=a, x=b, x=c y x=d)

@ Ejercicio libro: pag. 97: 19 (célculo determinantes en funcién d@arametro)
@ Ejercicios PAEG:3B jun 2009, 3A sept 2008

m Matriz inversa:

23. Definir matriz inversa. Hallar las matrices irsas de las siguientes matrices, y comprobar dtads:

100 110 11 2 14 4 32 5
2 3

alo 2 0/ Dbl1o 1 c)( j d) 2 0 -1| e)|0 2 4| fH|-10 2
11

00 3 010 6 -1 0 001 52 -3

@ Ejercicio libro: pag. 59: 1y 2; pag. 72: 16 al 18; pag. 112: 1;ypdg. 120: 9 y 10 (céalculo de™A

24. Calcular, para los valores del paramatoue lo haga posible, la matriz inversa de

075
3 4 a (Soluc: para &b existe inversa)
7 05

25. Averiguar para qué valores del paramétta matriz A no tiene inversa. Calcular la mainizersa de A para t=2,

si es posible:
10 -1
A=/0 t 3 (Soluc: para t=1 o t=3 no tiene inversa)
4 1 -t
) 1-1-1
26. Dada la matrle: 11 0
1 0 m

a) Determinar para qué valores del parametexiste A*  (Soluc: A7 m)

b) Hallar dicha inversa para m=1
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27. Comprobar que existe la inversa de la siguieatieiz cualquiera que sea el valoradgcalcularla:
[ 1 a-3]
A=
-1 2-a
J. Calcular (A-A1? A

S FICE

encontrar una matrgmétricaP no singular tal que BZRP

12

28. (S)Se considera la matrix = (
35

29. (S)Dadas las matrices

30. (S)Sea la matriz
atb b
A=
2a atb
¢ Para qué valores realesadeb la matriz A tiene inversa? Determinar la matriz A (Soluc: para &0 y b=0 IA™)

31. (S)Determinar para qué valor o valoresxdéene inversa la matriz

33X x X
0 3x -x
0 0 x
y calcularla en funcién de (Soluc: para %0 existe inversa)

@ Ejercicios libro: pag. 120: 12, 28, 29, 30 y 37 (céalculo dé@n parametro)
@ Ejercicios PAEG:3B sept 2005; 1B sept 2003; 3B jun 99, 3A jun 2008

32. (S)Sea A una matriz cuadrada. SitRA+1=0, comprobar que A es invertible.

33. Demostrar queA = 1/0AD

B Ecuaciones matriciales

>

34. (S)Hallar la matriz A que haga qu%l 3} _
4 2

<3

35. (S)Sean las matrices = [1 2] B= (0 1] ; hallar una matriz X tal que A-X+B=A
0 1 1 -1

36. (S)Dada la matrizA = (2 3} , hallar una matriz X tal quaxA = (1 lJ
12 2 3

37. (S)Resolver la ecuacion matricial X-A=B+C, donde

112 2 00 110
A=|3 4 6 B=1 1 2 cC=|010
4 2 9 2 01 012
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38. Resolver la ecuacién matricial AX+B=C, siendo

1 00 1 00 300
A=|1 2 0(,B=|0 1 0|lyC=|2 5 2
1 2 4 0 01 01 3
39. Resolver la ecuacién matricial AB=XC siendo
1 O 2 11
1 0 -1
A=|-1 2 B= C=| -
2 72 3ps
4 =2)30 3 -1 15,
40. Resolver la ecuaciéon matrici®l-X-A = B siendo
1 -1 -2 1 -1 2
A=l0 3 3| y B=|-1 0 1
1 0 -1 0 -1 1

41.Dadas las matrices:

5 4 -1 1 -10
A=l-2 3 3 B=|2 1 -1
1 6 4 3 0 1

a) Hallar la matriz inversa de A-l, siendo | la nmatinidad de orden 3

b) Resolver la ecuacion matricial XA-2B=X

42. Resolver la ecuaciéon matricial CX+AB=C siendo

1 0 2 -2 3
1 0 -1

A=-1 2 B= C=|1 3 1
2 -2 3

4 -2 1 0 1

1 -1 3 10 6 1 o
A=[-1 0 -3 B=|-12 C=[ B ]
-2 1 -1
12 1 01
1 2 1 1 0
. 3 11
44, Dadas las matrices =| 2 1|, B= 5 11 yc=|-1 2 1
01 1 -11
resolver la ecuacidon matriciABX-CX=2C
45. Resolver la ecuacién matriciaPX-B=A? siendo:
1 00 -1 0 O
A={0 2 O B={0 -3 0
0 01 0O 0 -1

(Ayuda: calcular primero 2y renombrarla como C)
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(3 2)[X1 X2)(2 3} (29 40
46. (S)Resolver la ecuacio =
4 3/{x3 X4)\1 2 34 47

@ Ejercicios libro: pag. 121: 21 a 25y 32; pag. 74: 36

@ Ejercicios PAEG: 2B sept 2002; 3B sept 2007; 3A jun 2006; 3A jurd2@fatrices de orden 2)
1B jun 2001; 3B sept 2000; 3B jun 97; 3A sept ®sépt 2001; 3B sept 2004; 2B sept 98; 1A jun 98;
3B sept 97; 3A jun 2009 (matrices de orden 3)

RANGO DE MATRICES :

47. Definir rango de una matriz. Calcular el rangdas siguientes matrices:

10 -3 1 2 1 12 -1 5 12 3 12 345 2 -4 34 5
a2 3 6| b2 0 14| o2 12 -4 d|10 -2 46| e/ 12 132 fHl1-213 2
4 6 -11 -2 4 14 -2 15 -3 6 9 04477 4 -8 7 611
112 4 3 0 5
12 3 000 2 -2 5 4 S
- 5 6 7 8 1 234 4 2 3 5
) h|o 0 0 i) i k)[ ] |)( ]
2 13 00 0 -3 2 87 9 10 11 12 1-120 -8 4 -6 10
0 4 4 0 -710 3 13 14 15 16
2 1124 1 0 -12 3
2 22
13 102 2 -1 0 13
M3 2 226/ a1 -136 9222
2 22
5 1 3 4 2 5 -2 -149

(Soluc:a) 3;b)2;¢)3;d)1;e)2;f) 2;9)2; h) 0;i) 3;j) 2;k) 2;1) 1; m) 3; n) 2; 0) 1)

48. Calcular, segun los valores del paramare rango de las siguientes matrices:

1 0 2 1 1 -1 2
allil a 1 o0
3 1 1 1 -1 3 -4
a) lal b)la 2a a c) d)
0 2 -1 a 1 1 0
11a 0 a 3a
1 -1 a 4 2 0 a

(Soluc: a) a1l y a#2= rg=3; a=1= rg=1; a=-2= rg=2; a0 y a3/5= rg=3; b) a=0= rg=1; a=3/5= rg=2;
c)rg=3 para todo a d)az2 y aZ3=rg=4; a=2 0 a=3=rg=3)

< Ejercicios libro: pag. 73: 29; pags. 96 y ss: 12, 13, 16 a 18 (raegduncién de un parametro)
@ Ejercicios PAEG:3A jun 2007; 3A sept 2004; 3A sept 98; 4B jun 98

49. Calcular el rango de los siguientes vectores @aso de ser linealmente dependientes, hallarelaeion de

dependencia:
w=(2,1,7,3)
v=(1,1,3,0)
w=(1,-4,8,15)

(Ayuda: aplicar Gauss)  (Soluc: rg=2;ub9v+w=0)

50. Explicar por qué si en un conjunto de vectoré&s @ls0 , entonces son linealmente dependientes. Pongemple.

@ Ejercicios libro: pag. 64: 2 a 5; pag. 73y ss: 27 y 28 (dependelimél de vectores)






SISTEMASDE ECUACIONES 47 EJERCICIOS

W Sistemas en forma matricial

1. Expresar y resolver en forma matricial los primsesistemas de esta hoja.
< Ejercicios libro: pag. 113: 1y 2; pag. 120 vy ss.: 13, 14 y(B&presar y resolver en forma matricial)

B Discusion y resolucion de sistemas (sin parametro)

2. Enunciar la regla de Cramer para un sistema/&arla a la resolucion -previa discusion- dglgente sistema:

X-2y+z=8
2x+y-3z=-9 (comp. dtdo.; x=1, y=-2, z=3)
X+y+z:2

3. Enunciar el teorema de Rouché-Frébenius. Apticarlla resolucion del sistema que figura a contidua
Posteriormente, resolverlo por el método deseadaq&o Cramer):

X-2y+z=8
2x+y-3z=-9 (comp. indtdo.; x=-24, y=-5+ 1, z=1)
3x-y-2z=-1

& Ejercicio PAEG: sept 2007 3A (Rouché-Frébenius, tedrico)

m Discutir y resolver los siguientes SS.EE.LL.,diéar de qué tipo se tratan:

4, Xx+y+z=11 9. X+y-z+t=-8
2x-y+z=5 X-y+z+t=2
3x+2y+z=24 X+y+z-t=6

X+ty+z+t=-4
(comp. dtdo.; x=4, y=5, z=2)
(comp. dtdo.; x=1, y=-2, z=3, t=-4)

5. X+y+z=
X-y+z=7 10. X+y+z+t=2
X+y-z=1 2x-y-z-2t=5
3X+2y+3z-t=2
(comp. dtdo.; x=4, y=2, z=5) X+y-z+2t=-10
6. X+y+z=2 (comp. dtdo.; x=1, y=2, z=3, t=-4)
2x+3y+5z=1
X-5y+6z=29 11 X-y+z=2
X+2y-3z=-
(comp. dtdo.; x=1, y=-2, z=3) X-y+z=1
7. X+y+z=6 (incompatible)
X +z=4
y+z=5 12. 4x -3y =-5
6x-5y:-9}

(comp. dtdo.; x=1, y=2, z=3)
(comp. dtdo.; x=1, y=3)

8. Xx+y=12
y+z=8 13. 2X+3y-7z=-
X+z=6 3x+4y-6z=

5x-2y+4z=-
(comp. dtdo.; x=5, y=7, z=1) (comp. dtdo.; x7yE5, z=2)
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X-y+ z=3
2y +3z=15
3x+y =12

(comp. dtdo.; x=3, y=3, z=3)

X+y+z=3
2x-y+3z=4
X-2y+2z=1

Ayuda: la 32 fila es comb. lin. de las otras
(comp. indtdo.; x=5-4, z=-2+34, y=1)

x-2y+z=0
-3x+3z=4
-2X+y+z=2

(comp. indtdo.; x#-4/3, y=1-2/3, z3)

y+9z=2
2X+y+3z=-
-X+3z=-2

(incompatible)

X-y+z: -
-X+y-z=1
x-y-z=0

(comp. indtdo.; x#, y=1/2+ ), z=-1/2)

y-t+w=1
2X+y+z-t+2w=2
2x-y+z+t=0
Ax-3y+2z+3t-w=-

(comp. indtdo.; x=(1v)/2, y=1+u-w;
A,u,v arbitrarios)

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

x-2y+z=1
2x+y-z=0

3x-y=1

x+3y-2z=

(incompatible)

X-y+z=-1
X+y+z=1
X+3y+z=

(comp. indtdo.; x=}, y=1, z=1)

2x-2y+z=1
X+y-z=-2
3x-y=-1
X+2y-z=-1

(comp. dtdo.; x=0, y=1, z=3)

2x+y-4z=
X-y-2z=3
4x-y-8z=2

(incompatible)

X+y-2z-3t=0
X+y-3z+2t=-
2x-y+z-t=1
X+2y-2z+2t=

(comp. dtdo.; x=1, y=3, z=2, t=0)
Inventar un sistema que sea compatible
determinado, otro indeterminaduinp

incompatible.

¢ Por qué se hace la discusion de un
SS.EE.LL. antes de resolverlo?

@ Ejercicios libro: pag. 34: 1y 2; pag. 35: 3; pag. 38: 1y 2; pag: 3y 2; pag. 44 y ss.: 1 a Zthétodo de Gauss)
pag. 103: 1y 2; pag. 104: 1y 2; pag. 107: 1; pag9: 1 a 3
pag. 45: 23 a 32 (problemas de planteamiento)

W Sistemas homogéneos (sin parametro)

27.

28.

2x-y+z=0
X-2y+3z=0
y-z=0

(x=0, y=0, z=0)

7x+9y+9z=
3x+2y+z=
X+y-z=

(x=0, y=0, z=0)

< Ejercicios libro: pag. 108: 1y 2; pag. 119: 5

29.

30.

-3x+y-2z=0
X-2y+z=
-X-3y:

(x=-3/5, y=A/5, z=1)

Ax+12y+4z=
2x-13y+2z=
12x-12y+12z50

(x=#, y=0, z=1)
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B Discusion y resolucién de sistemas con un parametro
31. (S)Discutir segun los valores de el sistema

X-2y+z=3
5x-5y+2z=m
2x+y-z=1
Resolverlo ademas para m=10.
(m=10= comp.indtdo.; 0= incomp.)
32. (S)Se considera el sistema
5x-2y-pz=3
-y+z=1
X-y+z=p

y se pide: a) Discutir el sistema segun losresldep
b) Resolverlo para p=2.

(p=-2= incomp.; p2= comp.dtdo.)

33. (S)Determinar para qué valoresldéene solucion el sistema
Xx+3y-3z=4
2x-y+z=1
3x+2y+kz=5

y resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

(k#2= comp. dtdo.; k=-2» comp. indtdo.)

34. (S)Se considera el sistema
3x-2y-mz=4

X-y+z=1
2x-y+z=m
a) Discutir el sistema segun los valoresde
b) Resolver el sistema para m=1.

(mz2= comp. dtdo.; m=-2» incomp.)

35. (S)Dado el sistema de ecuaciones lineales
ax-y+z=2
X+ay-z=1
x-z=0
se pide: a) Discutir el sistema segun los valdea
b) Resolverlo para a=1.

(a#0 y a#zl= comp. dtdo.; a=0 0 a=-% incomp.)

36. (S) Discutir el sistema segun los valores del paranaejrresolverlo cuando sea compatible:

-X-y-z=-2
(a-1)x +(a-1)y -2z=-2
ax+(a+l)y =1

(a#1= comp. dtdo.;a=-1= incomp.)
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37. (S)Hallar los valores del paramet@ue hacen compatible el sistema

ax+3y =2
3x+2y=-5
2x+ay=3

y resolverlo para uno de ellos.

(a=13/5y a=-5)

38. (S)Determinar los valores depara los que el sistema siguiente sea incompatible
(a+3)x+4y =1
(a-1)y+z=0
-4x-4y+(a-1)z=-1

(@=-1)

39. (S)Discutir el siguiente sistema, segin los valoe® ¢ resolverlo cuando sea posible:

mx +y+mz=m
X +2y+z=m
2

-X+y-z=m
(mz0= incomp.; m=C= comp. indtdo.)
40. (S)Resolver el sistema de ecuaciones
3x-2y+4z=8
2x+3y-3z=4
X -3y-52=-6

4x+4y+62=18

Ayuda: se recomienda previamente estudiar el cardt# dicho sistema
(x=2, y=z=1)

41. (S)Discutir el siguiente sistema segun los valorépa&metra:
2x+y-z=0
ax-y-z=a-1
3x-2az=a-1

(a#l y azZ3= comp. dtdo.; a=3> comp. indtdo.; a=-3= incomp.)

42. (S)Estudiar segun los valores @el sistema

X-ay+z=-1
-Xx+y-z=a
X-y-z=0

y resolverlo cuando no tenga solucion Unica.

(a#1l= comp. dtdo.; a=3= comp. indtdo.)
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43. (S)Discutir el siguiente sistema para los diferentderes de y resolverlo para a=0:
(@a+1l)x +y+2z=-2
2x+y+(a+l)z=3
X+(a+l)y +2z=-2

(Ayuda: hacer el cambio a+1=t)
(a4 y azl y a?0= comp. dtdo.; a=1> incomp.; a=0 o a=-4= comp. indtdo.)

@ Ejercicios libro: pag. 110: 1y 2; pag. 119y ss: 4, 6, 8, 15 a 1,27, 33,43 a 46
@ Ejercicios PAEG:jun 97 1A, sept 97 1A, sept 99 1B, sept 2001j3B2002 2B, sept 2002 4B, sept 2003 2B, ju@#20

3B, jun 2005 3A; jun 2006 3B; jun 2000 2B; jW01@ 3A; jun 2008 3B

B Sistemas homogéneos con parametro:

44. (S)Se considera el sistema
7xX +9y+9z=0

3x +2y+mz=0
X+my-z=0

Se pide: a) Discutir el sistema segun losrealdem. b) Resolverlo para m=5.

(m=z5 y n¥1l/7= comp. dtdo.; m=5 o m=1£ comp. indtdo.)

45, (S)Dado el sistema de ecuaciones lineales
4x+12y +4z=0

2x-13y +22=0
(m+2)x-12y +12z=0

a) Determinar el valor de para que tenga solucion distinta de la trivial
b) Resolverlo para el valor deencontrado.

(m=10)

46. (S)Resolver el siguiente sistema para los valoresaiée lo hacen compatible indeterminado:
-7-. 6 6 X 0
-3 2-2 3 ||yl|=lo
-6 6 5-1)lz) (O

(Soluc: es comp. indtdo. parss-1y A=2)

47. (S) Determinar los valores depara los cuales el sistema:
AX +y-z2=0
-AXX+@R-1)y=0
-X-2y+ (L +1)z=0

tiene solucion distinta de la trivial y obtésg la solucion para uno de los valorea.de
(A=1, A=-1+12)

@ Ejercicios libro: pag. 119: 7
@ Ejercicios PAEG: jun 2007 3B, sept 2008 3B






36 EJERCICIOS DE VECTORES

VECTORES. OPERACIONES:

1. Comprobar si los vectores AB y CD son equipolentes, siendo A(2,1,3), B(5,4,1), C(2,1,5) y D(3,2,-1). En
caso negativo, hallar las coordenadas del punto D' para que AB Y CD' sean equipolentes.

(Soluc: no son equipolentes; D'(5,4,3))

z| G F
2. Considerar el cubo de arista unldad de la figura. Ind|car las coordenadas de
dos vectores equipolentes a AB y otro equipolente a AD. Hallar \AE\ y \AF\ D
O E
3. (S)Dos vectores a y b sontales que | a |=10, | b |=10v3 y | a+b |=20. A
B

Hallar el angulo que forman los vectores a y b. (Soluc: 90% x

4. Dados u=(1,43)y v =(2,3,2), dibujarlos sobre los mismos ejes, y hallar, gréfica y analiticamente: u+v,

U-v,2u,3v y2u+3v

5. Dados U= (5215) V= (-1,2,1), W= (2, 13) seplde
a) Expresar u como combinacion lineal de vyw (Soluc: v = 3v +4w)

b) Expresar w como combinacion lineal de u y v (Soluc: w = %Z _ZV )

c) ¢Son linealmente dependientes o independientes U, v y w?

d) ¢Cuél es el rango de uvyw?

e) Volver a hacer el apartado a por matrices (Gauss) y el ¢ por determinantes.

6. a) Hallar el valor de k para que u= 1,2,-1), v= (0,1,2), w= (-1,k,3) sean linealmente dependientes.
(Soluc: k=-1)

b) Obtener, en ese caso, una relacion de dependencia entre %VYW  (Soluc: u=v-w)

7. Considerar los vectores a = (3,1,0),5 = (1,4,0),3 =(0,5,3)
a) Razonar que forman una base de V°
b) Hallar las coordenadas de X = (7,0,3) en la base anterior. (Soluc: x =3a-2b+c)

¢) Intentar dibujar la situacion anterior.

8. Las coordenadas de dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1,0,0) y B(0,1,0). Las
coordenadas del centro M son M(0,0,1). Hallar las coordenadas de los vértices C y D. Dibujar la
situacion. (Soluc: C(0,-1,2) y D(-1,0,2))

9. (S) Dados los puntos A(2,3,9) vy B(1,-2,6), hallar tres puntos P, Q y R que dividen al segmento AB en
cuatro partes iguales. (Soluc: P(7/4,7/4,33/4), Q(3/2,1/2,15/2), R(5/4,-3/4,27/4))

< Ejercicios libro: pag. 149 y ss.: 1 a 6, 21, 28, 29, 32 y 37 (vectores); pag. 154: 1; pag. 176: 1 (ptos. en el
espacio); pag. 156: 2y 3; pag. 176: 4, 5y 6 (pto. medio)
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PRODUCTO ESCALAR:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dados A(1,2,3) y B(2,1,4), se pide:

a) Dibujar OA y OB

b) Hallar d(A,B) (Soluc: v3 u)

c) Hallar el angulo entre OA y oB (Soluc: [721° 4' 14")
d) Hallar m tal que (0,3,m) sea O a oB (Soluc: m=-3/4)

Sean { i , ] , K } los vectores de la base ortonormal canoénica de V2. Hallar:
a) i b) T] C) ik d) ]] e) ]Iz f) kK (Soluc: 1;0; 0; 1;0; 1)
(S) Calcular los valores de x e y para que el vector (x,y,1) sea ortogonal a los vectores (3,2,0) y (2,1,-1).

(Soluc: x=2, y=-3)

Considérese un tridngulo equilatero ABC de lado 6 u. Hallar AB - AC , AB -BC y BC - AC.
(Soluc: 18, -18, 18)

Desarrollar las siguientes expresiones: a) (G v )2 b) (26 +3v )-(G +v ) ©) (G +v )-(J -v ).

— —

Demostrar que el vector a =(6 -c) d —(6 -d ) ¢ es ortogonal al vector b

Sean u y v dos vectores tales que (J +v y’=25y (G v )’=9. Calcular el producto escalar u-v.
(Soluc: 4)

Sean u y v dos vectores tales que | u | =9y (J +v )-(G v )=17. Calcular el médulo del vector v
(Soluc: 8)

Obtener tres vectores cualesquiera Oa u = (3,-15) ¢Cual es su expresion general?
(Soluc: (a,b,c) tal que 3a-b+5c=0)

Dadosa =(3,-15) vy \7 =(3,0,3), se pide:
a) Obtener un vector cualquiera 0 a ambos.

b) Obtener un vector cualquiera [0 a ambos y unitario.
c) Obtener un vector cualquiera [0 a ambos y de moédulo 3

Encontrar los vectores unitarios de IR® que son perpendiculares a v= (1,0,1) y forman un angulo de 60°

con w = [%%%J (Soluc: (1/2,v212,-1/2) y (-1/2,v212,112))

< Ejercicios libro: pag. 139: 1; pag. 149y ss.: 7, 8, 10, 11, 12, 24 a 27, 30, 34, 35, 36, 38 y 39; pag. 204: 5y 7
< Ejercicios PAEG: 4B jun 2008

PRODUCTO VECTORIAL :

21.

22.

Dados los vectores del ejercicio 10, hallar OAXOB. Obtener también el angulo entre OA y OB por
producto vectorial, y comprobar que se obtiene el mismo resultado que por producto escalar.

Dibujar el triangulo de vértices A(1,3,5), B(2,5,8) y C(5,1,-11) y calcular su area. (Soluc: 79/4 u?)
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—

23. Comprobar analiticamente que i xf =k , TXE =i, K X .4 c
Obtener también [,]k [ka (]J e [JMK]

24. Hacer de nuevo el ejercicio 19 por producto vectorial.

l

25. Hallar los dos vectores unitarios ortogonales a (2,-2,3) y (3,-3,2).  (Soluc: (v2/2,v2/2,0) y (-v2/2,-v212,0))

26. (S) Considérese la figura siguiente:
A(1,1,0) D

B(-1,-1,-1) C(2,2,0)

Se pide: a) Coordenadas de D para que ABCD sea un paralelogramo.
b) Area de este paralelogramo.  (Soluc: D(4,4,1); Sasco=v2 U%)

27. (S) Explicar como puede hallarse el area de un triangulo a partir de las coordenadas de sus tres vértices
(en el espacio). Aplicarlo al A(1,0,1), B(-1,0,0), C(0,2,3). (Soluc: 3v5/2 u?)

28. Dados U =(-121) y v = (110)
a) Hallar ay b para que u y vseanOa w = (a,Lb) (Soluc: a=-1, b=-3)
b) Hallar el angulo que forman G y v (Soluc: [773° 13" 17")

¢) Hallar un vector perpendicular a G ya § =(-110) y unitario. (Soluc: (-v3/3,-13/3,V3/3))

29. Considerar el triangulo de vértices A(1,0,2), B(2,2,2) y C(3,-1,2)
a) Hallar su area. (Soluc: 5/2 u%)
b) Hallar el angulo correspondiente al vértice A (Soluc: 90°)

30. a) Demostrar (por equipolencia de vectores) que los siguientes puntos forman un paralelogramo

en el espacio:
€(13-2) D(-1,6,-7)

A(0,-1,2) B(0,2,-3)

b) Hallar el &rea del triangulo ABC (Soluc: (+98/2 u?)

< Ejercicios libro: pag. 141: 1, 2, 3; pag. 144: 1, 2, 3; pag. 149 y ss.: 13 a 16, 22, 23 y 33 (prod. vectorial); pag.
195: 1; pag. 205: 23 (area triangulo)

& Ejercicios PAEG: 4B jun 2005, 4A jun 2008

PRODUCTO MIXTO:
31. Dibujar el tetraedro de vértices A(2,1,0), B(0,1,0), C(3,3,7) y D(0,0,0) y hallar su volumen. (Soluc: 7/3 u®)

32. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son A(2,1,4), B(1,0,2), C(4,3,2) y D(1,5,6) (Soluc: 5 u°)



33.

34.

35.

36.
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Dados los puntos A(1,-2,0), B(-2,4,4) y C(3,-1,-1), se pide:
a) Hallar un vector O a AB y AC (Soluc: (2,-1,3))

—_—

b) Hallar el angulo que forman los vectores AB y AC (Soluc: /1020 4' 7"
c) Hallar el area del triangulo determinado por los tres puntos anteriores. (Soluc: 5v14/2 u?)

d) Hallar el volumen del tetraedro de vértices los tres puntos anteriores y el origen. (Soluc: 10/3 u®)

Dados u=(a2,3),Vv=(32a) yw=(a-2,1), se pide:

a) Hallar a para que w seala u y v (Soluc: a=1)

- —

b) Hallar a para que u, v y w sean coplanarios. (Soluc: a=-2, a=3)

Hallar { i, j,k} e interpretar graficamente el resultado obtenido. (Soluc: 1)

& Ejercicios libro: pag. 145: 1, 2; pag. 149 y ss.: 17 a 20, 31; pag. 195: 2; pag. 205 y ss.: 24 a 26 y 55
(volumen tetraedro)

TEORIA: a) Demostrar que si G,Gyw son linealmente independientes, también lo son los vectores u+v ,
U-W Y Uu-v+w
b) Justificar que cualquier conjunto de vectores que contenga el vector nulo es L.D.
¢) ¢Puede haber dos vectoresuy v tales queu-v =3, |4 |=1, | v|=2?
d) Justificar por qué el producto mixto de los vectores a, By a+bes siempre nulo.

€) Si u-v = u-w, ¢podemos concluirque v=w?¢sYsies uxv=uxw?

f) Si

ull-lwl , qué podemos concluir del angulo que forman?

g) Sean E,ByE tres vectores linealmente independientes. Indicar razonadamente cuéles de
los siguientes productos mixtos valen cero:

[a+e,a-a,a+5+a} [5+a,5,a+5} [a-a,s-a,a-a}
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V) PROBLEMAS SOBRE PROYECCIONES :

IV.1) Punto simétrico respecto a un plano
Proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano

Nos dan el punto P y la ecuacién del plano 1, y tenemos que hallar P’, punto simétrico de
P respecto del plano 1. Procederemos asi:

1°) Hallamos la ecuacion paramétrica de la
rectar..a Ty que pasa por P.

2°) Hallamos el punto M, proyeccion
ortogonal de P sobre T, sustituyendo para
ello las ecuaciones paramétricas recién
obtenidas de r en la ecuacion del plano.

3°) Utilizamos la férmula del punto medio para
hallar P’:

M:¥:P':2M—P

Ver ejercicio resuelto 2 pag. 199 del libro de texto

Ejercicios hoja : 45y 46

IV.2) Punto simétrico respecto a una recta
Proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta

Nos dan la recta r y el punto P, y tenemos que hallar el punto simétrico P’ respecto de
dicha recta. Procederemos asi:

1°) Hallamos la ecuacién general del plano
que es Lary que contiene a P.

2°) Hallamos el punto M, proyecciéon
ortogonal de P sobre r , resolviendo para ello
el sistema formado porry .

1'r Pe----- ®----- oF 3°) Utilizamos la formula del punto medio para
hallar P’:

_P+P

M =P'=2M-P

Ver ejercicio resuelto 3 pag. 199 del libro de texto

Ejercicios hoja : 47y 48
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IV.3) Proyeccién ortogonal de una recta sobre un pl __ano.
Nos dan la recta r y el plano 1, y tenemos que hallar r’, proyeccién de r sobre 1.

Para ello, calculamos en primer lugar el plano Q
gue contiene ar y es L a . La recta r' sera
entonces la interseccién de dicho plano y T,
expresada por tanto en forma implicita:

r=QNT

Ver ejercicio resuelto 8 pag. 201 del libro de texto

Ejercicios hoja : 49y 50
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5. Hallar las ecuaciones paramétricas y continua de los ejes de coordenadas.

7.

Hallar las ecuaciones de las medianas del tridngulo de vértices A(2,3,4), B(1,-1,5) y C(5,5,4). Hallar también
las coordenadas del baricentro de dicho triangulo.

(Sol: Ma:(X-2)/2=(y-3)/-2=(z-4)/1; Myp:(X-1)/5=(y+1)/10=(z-5)/-2; Mc:(X-5)/7=(y-5)/8=(z-4)/-1; G(8/3,7/3,13/3))
< Ejercicios libro: p4g. 176 y ss.: 10y 11
@ Ejercicios PAEG: 1B sept 2002

(S) Determinar los valores de m para que los puntos A(m,2,-3), B(2,m,1) y C(5,3,-2) estén alineados y hallar

las ecuaciones de la recta que los contiene.  (Soluc: m=6)
@ Ejercicios libro: pag. 176: 2 y 8 (ptos. alineados, sin parametro); pag. 156: 1; pag. 176: 3 (con parametro)

Ecuacion del plano_:

8.

10.

11.

12.

13.

14,

Razonar si las siguientes situaciones pueden constituir una posible determinacién de un plano. Intentar
hacer un dibujo aclaratorio:

a) Plano mtque contiene a una rectar y a un punto P exterior a ésta.

b) Plano Ttque contiene a una rectar y a un punto P de ésta.

¢) Plano 0 a unarectary que pasa por un punto P.

d) Plano 1t/ a otro Tt y que contiene a un punto P exterior a éste Ultimo.
e) Plano 1t// aunarectar'y que contiene a un punto P exterior a ésta.
f) Plano 1tque contiene a dos rectas r y r' paralelas.

g) Plano 1tque contiene a dos rectas r y ' secantes.

h) Plano 1t que contiene a una recta r y es paralelo a otra r' que se cruza con la anterior (esto es, ambas
rectas no se tocan).

i) Plano i a otro 1 y que pasa por dos puntos Py Q.
(Sol: a) Si; b) NO; c) SI; d) SI; e) NO; ) Si; g) Si; h) SI; i) Si)

Hallar la ecuacion paramétrica y general del plano determinado por el punto P(1,2,3) y los vectores
u=(2,-15)y v =(3,2,4). (Soluc: 2x-y-z+3=0)
< Ejercicios libro: pag. 165: 1; pags. 177 y ss.: 23y 32 (hallar ec. del plano); pag. 169: 1y 2 (dibujar rectas y planos)

Hallar la ecuacion paramétrica y general del plano determinado por los puntos A(2,1,3), B(1,1,1) y C(5,1,8).
(Soluc: y=1)

Hallar una ecuaciones parameétricas para el plano x-2y+3z-1=0 (Soluc: x=1+2A-3y, y=A, z={)
Hallar la ecuacién de los planos cartesianos OXY, OYZ y OXZ en paramétricas e implicita.

(S) Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta x=2t, y=3+t, z=1-t, y por el punto A(2,-1,2).
(Soluc: 3x+4y+10z-22=0)

(S) Hallar la ecuacion del plano paralelo a las rectas r: x=2+A S: x=-2-3A\
y=3 y=1+A
z=1+2\ Z= -\
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y que contiene al punto P(2,3,4).  (Soluc: -2x-5y+z+15=0)

15. (S) Dadas las rectas
r_x+2_y.1_z+1 S_x-l_y-3_z
"3 2 -1 -2 -2 3

determinar la ecuacién del plano que contiene ar y es paraleloas.  (Soluc: 4x-7y-2z+13=0)

@& Ejercicios libro: pags. 177 y ss.: 20, 25, 26, 29, 34, 35, 43y 46; pag. 185: 5
@ Ejercicios PAEG: 2A jun 99; 4B jun 2004  ~ 4A sept 97

-

Vector normal _ nn

16. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al vector n; = (2,-3,1) y que pasa por el punto P(1,1,-3)
(Soluc: 2x-3y+z+4=0)

17. Hallar la ecuacion del plano paralelo a x+2y+3z+4=0 y que pasa por el punto (3,0,-1)  (Soluc: x+2y+3z=0)

18. (S) Dada la recta

y los puntos A(3,1,2) y B(1,5,6), hallar la ecuacion del plano que contiene los puntos A 'y B y es
perpendicular alarectar. (Soluc: 2x+3y-2z-5=0)

19. (S) Hallar el plano que pasa por los puntos A(0,2,0) y B(1,0,1) y es perpendicular al plano x-2y-z=7.
(Soluc: 2x+y-2=0)

20. (S) Dados el plano 1: 2x-3y+z=0 y la recta r: x=1+A
hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 1. (Soluc: 5x+3y-z-12=0)
@& Ejercicios libro: pags. 177 y ss.: 18, 21, 37, 41, 45y 52; pag. 184: 1 a 4; pags. 206 y ss.: 31, 32, 33, 36,40y 62

@ Ejercicios PAEG: 3B jun 2002; 4A sept 97; 3B jun 20 02; 4B jun 2010

21. Hallar el valor de a para que los puntos A(1,2,-1), B(2,1,a), C(0,4,0) y D(2,0,-2) sean coplanarios.
(Soluc: faldR)

22. (S) ¢Qué relacién se ha de verificar entre los parametros a, b y ¢ para que los puntos A(1,0,1), B(1,1,0),

C(0,1,1,) y D(a,b,c) sean coplanarios? (Soluc: a+b+c=2)

@ Ejercicios libro: pags. 177 y ss.: 27 (4 ptos. coplanarios, sin parametro) y 36 (con pardmetro)

Recta en implicitas _:

23. a) Pasar la siguiente recta, expresada en implicitas, a paramétricas, resolviendo el sistema:

2x+y+z-3=0
X+y+3z-4=0





