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) CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA

(ver pags. 371y 372 del libro de texto)

b
DEF: J.f (x)dx = area del recinto limitado por la curva f(x), i &, y las rectas verticales x=a y x=b

a

Gréficamente, coincide con el area A del difujo

W

A

Signo de la integral definida Hay 3 posibilidades:

a b

Cuando la curva esta por
encima del eje x, el area
es positiva (l6gico pues
f(xX)>0 en ese caso.

Si esta por debajo,
entonces la integral
definida es negativa (ya
gue entonces f(x)<0)

y=sen x

+ 2n

2n
p.ej. jsenxdx =0

0

¢,Coémo se calcula?Mediante laREGLA DE BARROW 2 se trata de hallar una primitiva F(x)
mediante los procedimientos del tema anteriorcgrainuacion valorarla entre los extremos a 'y b:

If(x) dx=Fx)+C = If?x) dx =F(b)- F(a)

Ejemplos justificativos: (ver mas ejemplos justificativos en pags. 366 ydTibro)
a) f(x)=2

3
A:J.de:
1

(puede comprobarse el resultado graficamente)

! La definicién anterior puede entenderse intuitieate si pensamos que f(x)-dx representaria eldirem rectangulo
infinitesimal de altura f(x) y anchura tan pequefieno queramos dx, por lo que la integral definidiadria a ser la suma
de esos infinitos pequefios rectangulos. Para ungremsion mas rigurosa de este hecho véanse las3&gy 365 del

libro de texto.

2 |saac Barrow (1630-1677), eminente matematicaémgl profesor de Isaac Newton en Cambridge. Verstificacion
de esta regla, que se conoce c@hdeorema fundamental del calculo integexl pag. 364 del libro de texto.
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b) y=x-1
/ 2
1 A = I (x -1) dx =
A 1
//I 2 (Compruébese que el area A del triangulo es efatidnte la calculada)

3

A=J‘(—x+5)dx=

(Compruébese que coincide con area A del trap&cioyal viene dada

porA:BTJ“bh)

Notese por consiguiente que la integral definidadiuna utilisima aplicacion al calculo de areas.

21
Ejercicio: Comprobar por Barrow qufsenxdx =0
0

Ejercicios PAEG: jun 2009 2B, sept 2008 2A, jun 2008 2B
Ejercicios final tema: 1 a 8
Ejercicios libro: pag. 371: 2; pag. 372: 1y 2; padg. 381: 1 a 3

) PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA (ver estas y méas propiedades en pag. 368)

1) Si cJ[a,h]: J‘fb_J‘ e +J‘fb Esta propiedad nos sera muy (til a la hora dehellarea de

. Ja . un recinto compuesto como suma de dos 0 mas ssb&aa
justificacién es trivial, tanto graficamente complieando la
regla de Barrow.

2) a Obvio y facil de probar.
j f=0
3) b a Puede demostrarse aplicando la regla de Barrow.
f=—]|f
Jr=];
4) o b b b Es una consecuencia inmediata de una propiedadgande la
f +I g =I f+g integral indefinida. Una aplicacién de esto esgjefcicio 9.
Ja a a
5) ra La interpretacion gréafica es obvia:
funciénimpar=0
¢ —a
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Las dos areas son iguales pero de signo opuestdo po
gue su suma es cero.

Por ejemplo, podemos concluir qufexnzsenxdxzo sin
@ necesidad de hacer la integral. -

1) AREA BAJO f (ver pag. 373 del libro de texto)
En cada uno de los tres casos vistos en el apdrtedd que proceder de forma distinta:

1) f es positiva:
f(x)

A b
A :Jf(x)dx (por la propia definicion de la integral definjda

2) f es negativa:

A= J‘flzx) d% obien: A = -Jf?x) dx

f(x)

por la propiedad 1

\

A =A1+A2+A3=j f+
a

3) f es positiva y negativa (se alterna):

X2
f
X1

b
+If

NOTA: En general habra que hallar los puntos en que al eje X(x1 Y x> en el ejemplo
anterior)_pues no sabemos de antemano si f(x) eadebsignd También, a veces conviene

representar f(x), pues puede formar con respectgeak dos o mas subéreas (ver p. €j.
ejercicio 15)

% Recordar que para obtener los puntos en que mc#fucorta al eje x hay que resolver la ecuadig)¥0
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Ejemplo: Hallar el &rea limitada por la parabola §2x y el eje x

Nétese que en este ejemplo la integral en siteesdgativa, pues la pardbola esta por
debajo del eje x, pero el valor absoluto la corgienpositiva, como debe sgror tratarse de un
area.

NOTA: si nos pidieran edrea respecto al eje yentonces intercambiariamos la x con la y (véase e
ejercicio 34), jpero no olvidemos que los limitesintegracion estardn ahora en el eje y!
Todo esto puede comprobarse graficamente mirandmsllz la hoja en la que hemos
dibujado el recinto.

Ejercicios PAEG: 1B sept 2004, 1 A jun 2004, 2B sept 2008
Ejercicios final tema: 10 a 16

Ejercicios libro (los resaltados en negrita se recomiendan)ag. 374: 1; pag. 381: 4 a 8, 2Dy
42 (se recomienda ver también los ejercicios réssiel pag. 374y 2, 3y 4 pag. 376)

IV) AREA LIMITADA POR DOS CURVAS  (ver pag. 373 del libro de texto)
Existen tres posibilidades:

1) Ambas curvas son positivdsy no se cortan:

f(x

A

En este caso hay que hallar los puntos de coeparar en
varias integrales; por ejemplo, en el caso deglaré:

Ac=aras=[ -9+ [0

a(x

4 Nétese que llegariamos a la misma férmula si arobags fueran negativas, es decir, situadas baje &
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Como conclusién, en general tendremos que resphestiamente el sistema formado por
ambas funciones para hallar el punto o los puntoglel se cortan. Ademas, conviene dibujar el
recinto pues a veces hay que hallar el &rea pediti@ suma de varias subéareas, por dos razones: o
bien porque se obtienen dos o mas recintos segatpdej. ejercicios 22 y 26), o bien porque se
obtiene un recinto Unico delimitado superior eriienente por curvas distintas (problemas 35 a 37
y junio 97 2A).

Ejemplo: Problema 4B sept 97

NOTA: En algunos problemas, una vez dibujado el recatioyendra intercambiar la x con la y para
hacer lo anterior con respecto al eje y (como gur@blema 1B junio 98). Otra solucién puede ser
subdividir el recinto en sectores.

Ejercicios final tema: 18 y ss.
Ejercicios PAEG (por orden de complejidad):

= jun 2001 1A, jun 2003 3A, jun 99 1B, sept 99 4BHts2007 2B, jun 2007 2B, sept 2006 2B,
jun 2006 2B, jun 2010 2A (area entre rectas y/@lpalas)

= Sept 98 2A, jun 2002 3A (hallar previamente laadgangente)
= Sept 2000 1A, sept 2002 4A (valor absoluto)
» jun 2000 4A, Jun 97 2A, jun 98 1B, sept 98 2A (waniecintos)
Ejercicios libro: pag. 374: 2; pag. 381y ss.: 99 18, 21,24, 31, 33, 34 y3(célculo de &reas)
pag. 382y ss.: 23, 25, 26, 27, 35 a 41 y 68 (teduracticos, con parametros, etc.)
(se recomienda ver también los ejercicios resuetpfig. 374y 5 a 8 pag. 377y ss.)
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B Integral definida

3
1. Definir la regla de Barrow. Calcular] | x |dx (Soluc: 4)
1

1
2. Calcular:J. x~va?+b?x? dx [Soluc (@ +02) -a®
0 ' 3p?
o Jn/2
3. Calcular: | x senx dx (Soluc: 1/2)
JO
d 1
4. Calcular: | x arctgxdx (Soluc7#4-1/2)
L 4 O
5. Calcular: .(1X2 +1)e dx Soluc:> -
. . J O 4 %2
! dx 4
6. Calcular; | —2> Soluc: | —j
Jo a2 (soluein g
3 1
7. Calcular: dx Soluc: In¥/2 +-F 3
Jo X3 +1 9

T
8. Hallar el valor dej Xzsen xdx sin necesidad de integrar.

-

(Soluc: 0, por ser el integrando funcion impar yngérvalo de integracion simétrico)

/2

/2
Q. Sean:a=J.xsenzxdx b= | x cos’x dx
0 0

Calculam+by a-by obtener los valores @eyb.  (Soluc: a=¢7+4)/16; b=(77-4)/16)

m Area bajo una curva

10.Calcular el area limitada por la curya- 21 , las rectas x=2, x=23 yelejex. (Soluc 7724 \f)
X +4

11 Hallar los valores de a, b y ¢ en el polinomia)24¢+bx+c de forma que P(1)=4, P'(1)=8 y P(2)+15P(0)=0.
Representar la funcion y calcular el area finitangendida entre la curva y el gje x.
(Soluc: P(x)=3%+2x-1; 32/27 4)

12.Calcular el rea limitada por la curga=In2 x , las rectas x=1, x2g el eje x. (Soluc: 282 7
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13. Calcular el &rea limitada por la curya= v1-x2 vy las rectas y=0, x=0, x&2 /2. (Soluc: (#2)/8 P

14. Calcular el &rea comprendida entre la cur\aa— 1 , el eje x y las rectas verticales gasap por los puntos de
inflexion de dicha curvgSoluc: 77/3 (f) X

15. Dada la funciény =—*—

X +2
pasan por el maximo y el minimo de la funcién dg&aluc: In2 d)

, calculada encerrada por la curva, el eje x y las rgegEendiculares al eje x que

x?  si-2<x<0

16. Considerar la funciom(x) =4 2x si 0<x<2 .Representarlay calcules siguientes integrales:
10-3x si 2<x<4

1 4 4
a) If(x)dx b) If(x)dx ) If(x)dx
-2 i -2
17. Considérese la funcién

t? si0<t<1
f(t) =
1 sil<st<?

Y S€aF(x) = I Xf(t) dt 1sx<2
1

a) Hallar una expresién explicita para H8pluc: F(x)=x-1)
b) Dibujar F(x).

Area entre dos_curvas

18. Calcular el &rea encerrada entre las gréficdsdeeas y=x, y=x(6-x)(Soluc: 125/6 )
19. Hallar el &rea de la regién comprendida entredagbolas y=, y=-2X+3. (Soluc: 4 6)

20. Dibujar la curva y=%3x-10, y calcular el &rea del recinto limitado peta curva y la recta y=2X8bluc:  343/6
2
u)

21 Hallar el &rea de la regién limitada, para x>d,y=x y la recta y=8x (Soluc: 16 §)

22. Calcula el area comprendida entre las curvas fB&-7>C+2x-1 y g(X)=%+4x>-8x°+4x-1, sin necesidad de
representarlas.(Soluc. 37/127%)

23. Sean f (x) :\F Y g(x) :‘1— x\ . a) Dibujar sus gréficas en los mismos ejes kahalis puntos de interseccion.
2
b) Determinar el area del recinto encerrado emtteaa graficas.

24. Calcular el area de la region del semiplga0 limitada por la curva y=Ln X, su tangente en =4 recta x=3.
(Soluc: la tangente es y=x-1; el area es 4-3IAB u

25. Calcular el area de la region encerrada entréqyx:\/; (Soluc: 1/3 6)
26. Calcular el area de la region encerrada entréeyyx:%/; (Soluc: 1 4)

27.Hallar el area de la regién acotada del planodidaitpor las parabolas=x*x, y=2x. (Soluc: 2 @)

28.Calcular el area de la region situada entre laneet y las curvas y2e y=8/x (Soluc: 8In2-7/3 9
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29. Hallar el area del recinto acotado por las curvad yy=16/x y la recta x=1 (Soluc: 16In2-15/47%)

30. Calcular el area del recinto limitado por la cuywa™ y la cuerda de la curva que une el punto de abssid con el
de abscisa x=1 (Soluc: (é+5)/6 )

31.Sea a>0. Hallar, en funcién de a, el area limitaatda parabola y=xy la recta y=ax (Soluc: &/6 Lf)

2x?
2

32 Se considera la funcioy =

a) Dibujar su grafica indicando su dominiadeénicion.
b) Calcular el area de la regién acotadadidaitpor la curva anterior y la regtal. (Soluc:6p3+In(2-v3)] u?)

33, Hallar el 4rea de las regiones comprendidas kEntierva y=X v las rectas y=x, x=0, x=2.  (Soluc:1 8)
34. Calcular el area de la region limitada por lavas y=X e y=X" entre x= -1y x=1 (Soluc:3/2 6)
35.Calcular el &rea del recinto limitado por las regtax, y=2x y la parabola y2x (Soluc: 7/6 6)

36. Calcular el area limitada por la grafica de lacfan f(x)=Ln x, el eje x y la recta tangenteiehd gréafica en el
punto x=e. (Soluc: (e-2)/2 9

37.Se considera la funcién y%
a) Dibujar la grafica.
b) Calcular la recta tangente en x=1 a la grafltaujada y calcular el area limitada por dicha igeafla
tangente y el eje x(Soluc: tangente: 3x-2y-1=0; area=1/15)u

38.Hallar el area limitada por la curva x=16wel eje y (Soluc: 256/3 9)
39. Hallar el valor de la constartepara que la funcion f(x)2@2x°+bx tenga por tangente en el origen a la bigectel
primer cuadrante. Calcular entonces el area d=glam limitada por esa tangente y la gréfica de f.

(Soluc: b=1; 4/3 8)

40. Hallar el valor del pardmeteopara que el area limitada por las gréficas déutegones f, (x) =vax Y f,(X)=x"a
en el primer cuadrante sea igual a tres unida@®sluc: a=3)

41. Sabiendo que el &rea comprendida entre la cymva y la recta y=bx es 1, calcular el valoride

(Soluc: b=1/33)

42. Calcular el valor da sabiendo que el area comprendida entre la parépoiérax y la recta y+x=0 es 36.
(Soluc: a=5)





