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) CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA 1 (ver pag. 338 del libro de texto)

Dada f(x)=2x nos preguntamos ¢qué funcion F(x) aésque al derivarla nos da f(x)?
Claramente es F(x)2x pero no sélo esa sino también F(d)=% F(x)=X+5,... y en general
F(x)=x*+C (siendo C cte.). A F(x) se le llamarimitiva de f(x)". La notacién que se sigue es:

E;(x) dx = F(x)+C = F'(x) =f(x)
? W

integrand primitiva de f(x cte. de integracic

A If(x)dxse le llama "“integral (indefinida") de f(x)". Nétegjue una f(x) puede tefénfinitas
primitivas, que se diferencian, como vemos, enagmstante.

Ejemplos:  a) j2xdx =x’+C d) jé dx =
b) ijz dx = e)J‘dx:
c) jcosx dx = f) I 2dx =

La cte. de integracidn C a veces se omite puestseentiende. Notese que la integracion es la
operacion contraria de la derivacion, por lo quéalga de integrales (ver final del cuaderno) es
practicamente idéntica a la de derivadas perovakré/amos a justificar, por ejemplo, el caso de la
integral de una potencia (el resto se haria igual):

n+l
X
xMdx =
n+1

(CQ.D.)

|
Xn+1 _(n+1)xn_xn
n+1 n+1

puestoque (

Ejercicio: Utilizando la tabla, hallar las siguientes integsalinmediatas, y efectuar la
comprobacion:

a)jx4dx= e)J‘dez

b) [ xdx= D [Zax=

C)jxi-:-;dxz Q)J%dx:
X

d) [Vxax= ) [ g

I) PROPIEDADES DE LA INTEGRAL _ (ver pag. 338 del libro de texto)
Son consecuencia de las propiedades de la derivada:

1) _ es decir, “la integral de la suma (diferencia) asslma
If(x) tg(x)= If(x) £ Ig(x) (diferencia) de las integrales”.

1 En el proximo tema veremos el concepto de intedgfihida, y entonces comprenderemos que el obteraeprimitiva
de una funcion es relevante, pues nos permitirgnebtel area bajo una curva.

2 Mas adelante veremos que no todas las funcioemsrtipor qué tener una primitiva, al menos "eleatéent
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2) _ es decir, “las constantes multiplicatiyaseden entrar o salir
Ik 0(x) Leix = k qf(x) [aix de la integral”.

La utilizacion conjunta de ambas propiedades, jeoto la tabla, nos permite resolver un gran
numero de integrales. Para ello, a veces tendre@mesintroducir o extraer una constante en el
integrando, segun convenga, como veremos en eésigLejercicio.

Ejercicio:
1) I(X2+X+])dX: :L;+X—;+x+c
2) I6x3dx: =L>;+C

3) I(sz +2x+1)dx =

=x*+x?+x+C

(x+1° ,

4) I(X+j)2 dx = (de 2 formas) _ c
5) J‘(X+l)50dX: _ (x+]_)51+c
51
6)j2x(x2+])3dx= S A
7) [x(x?-2 dx= _(-2°
I ( ) 10 +C
8) [ X ox= =~ ve
j 1_X2
9 ﬂ = =Inlx® 5)+C
)Ix3+x+5dx n(x +X+ )+
X2
*) 10)I ~—dx= =x —arctgx + C
X +1
11)J‘ x* dx = =In¥x*+8+C
x®+8
12)Iidxz :_i.;.c
X3 %2
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13) jctg xdx =
14) Itgxdx:

15)j-xizdx:

16) J‘ sen2x dx =
1+ser’x

17) jezm dx =

18) js** dx =

19) I xe* dx =

20) jcos xe*"*dx =

21) I ®s2xdx =
22) j sen(2x+ 8)dx =
23) Ix cos(¥ +1)dx =
24) J~cos(ln X)dx _
X
(*) 25) j tg°xdx =
() 26) [ igixax=

27) Iserf xcosxdx =

28 COSX -
) J.serzx o

(*) 29) I(tg3x +1g°x)dx =

= Imsenx +C

= Isecx +C

=—+C

X o

=In@L+serfx)+C

—e*™ 4+ C

ser2x
= +
2

Cc

__CosPx+8§) +C

2
_senx”+1) +C

=ser(inx)+C
=-x+tgx+C

2
=thX+|n(cosx)+C

_ serfx ,C

=-coxcx+C
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4 [ L

xv1-1In? x

35 1 =
)I&mdx

36) [ X

1+x*

38) I dx =

(x-1*

39) [ -

x2 +2x+1

2
(*) 40) I%dx -

=x+Injx/+C

= 2arcsenx +C

=arcserx® +C

=arcsere* +C

=arcserin x|+ C

=2arcsen/x +C

_ arctgx?
2

+C

_ arctgx®
3

+C

x-1

2
:X?+In\x+JJ+C

41),[3)( —5X+1d = 3L2+7><+29|n\x 4+C
42)Iﬁ(x2+x+])dx: =%\/x77+%\/x75+%«/x73+c



LE.S. "Fernando de Mena"
Secuélionos (Ciodod Rea! )

J Alfonso Gonzéalez
IES Fernando de Mena. Dpto. de Mateméaticas

2
43) J‘%dx: =%\/x75—%\/x73+2&+c
X
44)IXX+1 dx = :L;—x+|n(x+1)2+c
45)I SEMX 4w = =In1-cosx|+C
1-cosx

Ejercicios final tema: 1 a5
Ejercicios PAEG: sept 2005 2B
Ejercicios libro: pag. 339: 1; pag. 340: 2y 3; pag. 342: 1y 2; f4§: 1y 2; pag. 356: 1 a 12

1) METODO DE SUSTITUCION 0 CAMBIO DE VARIABLE _ (ver pag. 342 libro de texto)

Se trata de resolver una integral no inmedj'a(a) dx mediante el siguiente procedimiento:

1°) Escogemos el cambio apropiado: x=g(t)
y calculamos la diferenciaén ambos miembros: dx=g'(t) dt

2°) Sustituimos las dos expresiones anteriores (x yedxla integral a resolver (con lo que ahora
pasara a depender de t), simplificamos y, si hessosegido el cambio adecuado, obtendremos
una integral inmediata en t, que resolveremos.

3% Una vez resuelta deshacemos el cambio, es decienms la expresion obtenida de nuevo en
funcion de x

NOTA: El saber elegir el cambio de variable apropiadocada caso a veces puede resultar
complicadd, y en cualquier caso lo da la practica. A veceslgs intuitivo, pero en ciertas
integrales (trigonomeétricas, tipo arco tangente) @ueden darse reglas fijas que veremos a
lo largo del tema.

Ejemplo: ResolverI dX__ mediant@el cambio t=x-1
XvVXx -1

® De momento bastara con saber que la diferenciahdduncion es igual a la derivada de dicha fumaidultiplicada por
su incremento dx correspondiente (es decir, eledfa £omo una especie de unidad de medida); pmpée d(X)=2x

dx, d(£)=3¢ dt, etc. y, en general, x=g&> dx=g'(t)-dt
4 En la PAEG, algunas veces se indica al alumnarebio a realizar, pero no siempre.
® En este tipo de integrales con una sola raiz edadouede funcionar el siguiente cambio: radicatido=
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Ejercicios final tema: 6
Ejercicios PAEG: jun 2007 2A, jun 2010 2B

Ejercicios libro: pag. 358y ss.: 25, 26, 31y 46

IV) INTEGRAL TIPO ARCOTANGENTE

A) Vamos a ver, en primer lugar, oaso particular facil de resolver:

1
X°+9

dx

Ejemplo: .[

B) Veamos ahora @aso general

donde a%+bx+c

o dx se resuelv
ax’ + bx+c¢ no tiene raices real

1°) Hallando susséomplejas # bi
2°) Haciendo el camlaisbt-se transforma

d
enJ‘1+E[2

Ejemplo: IXZ fi):( "

Ejercicios final tema: 7

C) Si el numerador es un binomio dédrado, se resuelve analogamente, pero la integgaltante

ser& deipo neperiano-arcotangente

se resuelve
donde a%+bx+c

Mx + N dx
ax?+bx+c  hotiene raices reales

1°) separando en dos integrales: una tipo In (imeteed
y otra tipo arctg, para lo cual habra que ajus

constantes en el numerador.
2°) La 22 integral, la tipo arctg, se resuelve camal

tar

caso anterior, haciendo el cambio x-a=b-t
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NOTA: No conviene invertir los dos pasos anterippeges entonces se obtiene una primitiva cuya
expresion no es del todo corrécta

Ejemplo: ejercicio 8a

D) Si elnumerador esde grado igual o mayor que el denominadorse efectia previamente la
division polinGmica, se reconstruye a continua@bimtegrando (mediante la regla D=d-C+R), y

se integra finalmente aplicando los procedimieatusriores.

Ejercicios final tema: 8
Ejercicios PAEG: sept 2000 4A, jun 99 2B, sept 2006 2A, jun 2009 2A

V) INTEGRACION POR PARTES  (ver la pag. 343 del libro de texto)

Esta utilisima técnica se utiliza para hallar, @rtos casos, la integral de un producto de
funciones. Se basa en la difererfci un producto:

integramos

d(u-v)=v-du+u-d¥> u-dv=d(u-v)-v-du t >

ambos miembros

Iudv :u-v-Iv-dul

Existe una regla mnemotécnica para esta formula:diavi un viejo soldaditovestidode uniforme

Ejemplo: I xe'dx =

® En realidad si podria proceder de esa forma, gidioal habria que simplificar la primitiva resate. ..

" Recordar que la diferencial de una funcién es iguial derivada de dicha funcién, multiplicada porircremento dx
correspondiente. Por lo tanto, conserva las miggnagiedades que la derivada; en particular, padifémencial del

producto, se cumple que d(u-v)=v-du+u-dv
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Consejos para elegiry dv: 1) Hay que elegir un cuya derivada no se complique mas.

2) Eldv restante (jse tiene que llevar siempre el dx!idaesultar
facil de integrar.

Existe una sencilla regla mnemotécrpeaa elegir u:
A — arcsen, arccos, arctg, etc.

L — logaritmo

P — polinomio (o cociente de polinomios)
E — exponencial

S sen, cos, tg, etc.

NOTA: En el cascf exponencialtrigonomética -dx podemos tantear ambas posibilidades.

Ejercicios:

1) j xcosxdx =

=xsen x+cosx+C

2) Iln xdx =

=xInx-x+C

3) jarctgxdx =

=xarctgx—InVx?+1+C
4) Iarcsen xdx =

=xarcsen xv1-x2+C
5) I ¥ cosxdx = (hay que proceder 2 veces)
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= X 'sen x+2x cosx-xen x+C

6) J.eX cosxdx =
(por iteracion)

X
+
€" (sen x+ cosx) +C

Ejercicios final tema: 9
Ejercicios PAEG: jun 98 4A, sept 99 3B, sept 97 3A
Ejercicios libro: pag. 343: 1y 2; pag. 344: 3y 4; pag. 357: 13y 14

VI) INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SI MPLES

P
Se trata de hallangg dx  donde: Q(xjpetorizable (es decir, tiene raices reales)

grad P(x)<grad Q(x) (en caso contrario los diviakin

NOTA: Interesa previamente comprobar si el numeradda eerivada del denominador, pues en
ese caso seria inmediq’t& (aunque, como puede imaginarse, esto no es ltuhab)
u

El tipo de integral que nos ocupa se resuelve panEFODO DE DESCOMPOSICION EN
FRACCIONES SIMPLES. Dependiendo de como sean las raices de Q(x)et@odr3 casos:

1°) SOLO RAICES REALES SIMPLES: (ver pag. 346 libro de texto)

2x+1

a0
X =3X+2

Ejemplo: I

I) Descomponemos el denominador, teniendo en cueatauguraices son x=1y x=2:

X?-3x+2=(x-1)(x-2)
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1) Descomposicién del integrando en fracciones sirfiples

2x +1 A B *
. = + *)
X=3x+2 x-1 x-2

[Il) Determinacion de las constantes A y B: para etialtiplicamos ambos miembros de la
expresion anterior por el m.c.m. de los denomiresiasto es»3x+2=(x-1)(x-2):

2x+1=A(x-2)+B(x-1)

A continuacién, damos a x los valores de las rafpessto que la expresion anterior se
cumple para todo x):

x=1=> 3=-A,
X=2=

IV) Sustituimos en*() los valores obtenidos de Ay B e integramos camaando por separado:

J-X22_x3;1+2 dx :J-x__:%ldﬂj‘x?z dx :|'3|”(X -1) +5In(x '2)+C|

Ejercicios: 1) Resolvelj' %dx haciendo previam&eteeambio &t [Soluc:ln 2 'i +c]
e -

6/,7 5
6¥x’ 65+2&—6§/§+ earctgéfxm]

2) Resolvelj x dx mediante el cambio %{Solucr 7x -

x +1
Ejercicios PAEG: jun 2000 2A, Sept 98 4A, jun 2008 2A
Ejercicios libro: pag. 357: 15

2°) APARECEN RAICES REALES MULTIPLES :  (ver pag. 347 libro de texto)

3X+5

——dx
x3-x?-x+1

Ejemplo: I

I) Factorizamos el denominador por Ruffini, obtenieladoraices x=-1 y x=1 doble:

X3-x2-x+1=(x+1)(x-1f

1) Descomposicion del integrando en fracciones sirfiples

3x+5 _ A B C *%
3 2 = + + 2 ( )
X*=x“-x+1 x+1 x-1 (x-1)

[lI) Quitamos denominadores en la expresion anteridtipiitando por el m.c.m. de estos, es
decir, R-x?-x+1=(x+1)(x-1}:

8 Este resultado deberia ser demostrado, pero eflers las pretensiones de este estudio. Esta dessimion sélo

funciona si grad P(x)<grad Q(x).
° En este tipo de integrales exponenciales puedsyarse el cambid*=t, mientras que en la del siguiente ejercicio, con

raices de distinto indice, suele funcionar™x2e los indices
10 También deberia ser demostrado.

10
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3x+5=A(X-1Y+B(x+1)(x-1)+C(x+1)

A continuacion, damos a x los valores de las rajceslemas, otro valor sencillo como
por ejemplo x=0 (recuérdese que la anterior eifmese cumple para todo x):

x=-1= 2=4A;
x=1= 8=2B+2C
x=0= 5=A-B+C

obteniéndose finalmen/=4

IV) Finalmente, sustituimos efi*() los valores obtenidos de las constantes e integgacada
sumando por separado:

J 3X+5 J‘J/z dx + J J/de J‘ dle 1 dx—%jidX+4J‘(X—1)72dx

x® —x? —x+1 X +1 -1)? 24 x+1

1 (x Nt 4
—Eln(x+1)— nx-1)+4—— ) In\/x+1—ln\/x—1——1+C
X —

Ejercicios: 1)dex [Soluc:ln“(X-l)3(X+l)+

> 1 I +Cj
X+
x3+x%-x-1 x+1)

J" += L +i +C]
x| x 2x?
Ejercicios PAEG: jun 97 3A, sept 2001 4A, sept 2002 2A, sept 208,7j@n 2006 2A

Ejercicios libro: pag. 348: 3 y 4; pag. 357: 16 (se recomienda, aslemaalizar los ejercicios
resueltos de las pags. 349 a 354)

[Soluc In

3°) APARECEN RAICES COMPLEJAS™

Ejemplo: I dx

x3+1

I) Factorizamos el denominador por Ruffini:
X3+1=(x+1)(%-x+1)

(Nétese que tiene una Unica raiz real, x=-1, yrdit®s complejas)

[I) Descomposicion del integrando en fracciones simples

1 _ A, Mx+N (%)
x2+1 x+1 x?-x+1

) Quitamos denominadores en la expresion anteridtipticando por el m.c.m. de estos, es
decir, R+1=(x+1)(¥-x+1):

11 Este tipo de integrales no entran en la PAEG déli@dsa Mancha, al menos en el presente curso 2Mid, salvo el
caso sencillo tipo arcotangente visto en el apda |

11
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1=A(C-X+1)+(Mx+N)(x+1)
A continuacién, damos a x el valor de la Unica raé, x=-1, y ademas, otros dos valores
sencillos:
x=-1= 1=3A;
x=0= 1=A+N
x=1= 1=A+(M+N)-2

obteniéndose finalmente M=-1/3 y N=p/3

IV) Finalmente, sustituimos ef*{ ) los valores obtenidos de las constantes e imeggacada

sumando por separado:

Jia

|nmed|ata tipo In -arctg

od
5x-12 dx (Soluc:ln>(2__4;)*2'5+ Barctgx — 2) +CJ

Ejercicios: 1) 3 —6x2 +13¢ - 10
L
.
2 | xe X [Soluc:ln X2—+14 +arctg’ + Cj
x®=x*+4x -4 "

Ejercicios final tema: 10
Ejercicios PAEG: jun 2001 2A

12
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‘Socuéliamos (Ciudod Real)

RESUMEN: PROCESO LOGICO A LA HORA DE INTEGRAR COCIENTES D E POLINOMIOS

[ PX)
é @dx’>

JEsP(X) la
derivada de Q(x)?

Ig(()’(‘; dx = INQ(x)+C

Dividimos P(x) entre
Q(x) y reconstruimos
el integrando

¢Es grad P(x)=grad Q(x)?

Haciendo el cambio
x-a=b-t se convierte
en I tipo arctg, o In-
arctg (pags. 6y 7)

¢Q(x) tiene raices
complejas athi?

Descomposicién en
fracciones simples del

, Q(x) tiene raices
¢Q(X) integrando (pag. 9)

IR simples?

Q(x) tiene raices IR
multiples =
Descomposicién en
fracciones simples del
integrando (pag. 10)

13
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VIl) INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

m En algunos casos se resuelven utilizando identddddgonométricas y/o transformando
integrando:

cog o =1FCOS2A . g2 = 17COSA . o020 =1 coda: cofa=1-serfa: etc..

2
Ejemplos:
121) Iserfx dx = _ X _sen2x c
2 4
2) jco§x dx = jcos x(1-serfx)dx =
=senx - serx +C

3) Jserf‘xdx :J‘1—0352x 1- cgst dx =

_ 3x _sen2x + sendx

8 4 4

+C

4) I 1-sen x4 (L-senx)® o _
1+sen x L+ senx)(L—- senx)

=X+2tgx+ Xecx+C

5) J“ll' x? dx = (haciendo el cambio de variable x=sen t)

arcserx  xv1-x?2
= + +C
2 2

m También pueden resolverse, en ciertos casos, ntedibapropiado cambio de variable:

* Si el integrando es impar en sen X: x=t
+ Si el integrando es impar en cos Xx: x=t
1 1

+ Si el integrando es par en sen x y c X=t+t2 =1+tg?x = ——— = [cOSX =
cos” X V1+t?

sen X=tg X-CoS Xx= |senx =

(1+t&x)-dx=dt = dx =

el

12 pyede ensayarse, o bien utilizar la identidadmagnétrica correspondiente, o bien por partesieelitp u=sen x, y

reemplazando a continuacién tosl-serix

13 También puede intentarse por partes, eligiendonixsg reemplazando posteriormente Bed-sefix; finalmente,

habra que aplicar iteracion.

14
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Los dos primeros cambios suelen funcionar muy bierasi el tercero, que suele conducir a
integrales racionales muy arduas, con raices cqasphadltiples. Finalmente, conviene saber que
existe uncambio generaj tgx/2=t, aunque también puede dar lugar a un desarrdltwitzso.

Ejemplos:

1) j os3x dx = (haciendo el cambio de variable sen x=t)

ser’x
+

=senx —

2) I e’ 2xdx = (haciendo el cambio de variable cos 2x=t)

Ejercicios final tema: 11 a 15
Ejercicios PAEG: sept 2008 2A (tedrico-practico)

Ejercicios libro: pags. 357 y ss.: 17 a 24, 32, 33, 44, 45, 56 yri&grandos de todo tipo)
pags. 358 y ss.: 27 a 30, 34 a 42, 47 a 49, 51(te6€ico-practicos)
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