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ECUACION PARAMETRICA Y CONTINUA DE LA RECTA *

Determinacion principal de una recta

Es evidente que una recta r, tanto en el plano como en
el espacio (ver dibujo), va a quedar determinada por un punto
cualquiera de ella (A O r) y un vector director, es decir, que
tenga su misma direccion (uqr 3 6 ). Ambos elementos, punto

y vector director, constituyen la determinacién principal de

la recta. En la practica, escribiremos:

{A}

¢Por qué utilizamos el calificativo “principal™? Porque, obviamente, no es la Unica forma de
determinar una recta. Existen infinitas formas: por ejemplo, es evidente que soélo existe una recta que
pase por dos puntos, o una recta paralela a otra dada y que pase por un punto exterior a ésta, 0
perpendicular a un plano y que pase por un punto dado, etc. Ahora bien, nétese que siempre nos daran

dos datos para determinar una recta.

Ejercicio final tema: 1

Ecuacion de la recta :

Considerar la recta r de la figura adjunta. Supongamos

que nos dan su determinacion principal, es decir, {A,u,}.

Supongamos un punto genérico X O r, es decir, un
punto cualquiera de r, que puede variar. Es evidente que si X
esta en la recta, entonces el vector AX sera proporcional a

— -

u, (por ejemplo, en el dibujo se ve que AX es

aproximadamente el triple que uqr ), es decir:
XOr = AX =AU, @

donde A O 0 se llama parametro , y va a jugar un papel fundamental en todo el tema. Dando valores

positivos y negativos a A se irfan obteniendo los infinitos puntos X que irian trazando la recta’.

Por otra parte, es evidente en el dibujo la siguiente suma vectorial:

X = a+ AX @)

! para reforzar todo lo tratado en este apartado, puede consultarse la pag. 157 del libro de texto.

2 ) . - .
Esto puede verse de forma interactiva en el siguiente enlace, muy interesante y recomendable:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales didacticos/Puntos_rectas planos_d3/Representacion_de_rectas.htm
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Reemplazando AX de (1) en (2) obtenemos la ecuacién vectorial de la recta:

—

X = a+Au (donde A O [J) EC. VECTORIAL 3)

-

En la practica, la ecuacion vectorial no es (til en si misma, pero si si la descomponemos en sus
tres coordenadas, obteniendo asi las ecuaciones paramétricas

X=a+Au
y=b+Av EC. PARAMETRICAS 4)
z=Cc+Aw

Observaciones: 13) Dando valores a A O [ se obtienen los infinitos puntos (x,y,z) de la recta.
22) Y viceversa, a un mismo punto (x,y,z) le tiene que corresponder el mismo A para las
tres ecuaciones.
3%) Desventaja: La forma paramétrica de una recta no es Unica, es decir, una misma
recta tiene infinitas formas de ecuaciones paramétricas®, todas ellas validas.

Si despejamos A de las tres ecuaciones e igualamos, obtenemos la ecuacion continua

x-a_y-b_z-c
u v w

EC. CONTINUA (5)

Observaciones: 1%) Todo punto (x,y,z) que verifique las tres igualdades O r, y viceversa.
22) Desventaja: La forma continua de una recta no es Unica, es decir, una misma recta
tiene infinitas formas de ecuacidn continua, todas ellas vélidas.
3%) Si algun denominador es 0, la recta no se puede poner en continua sino, como
veremos en el apartado lll, en implicitas.

Ejercicios finaltema: 2a6

Condicién para gue 3 (0 mas) puntos estén alineados ~ *:

A1A3 Como puede verse en el dibujo adjunto, es obvio que,

g As para que tres puntos A;, A, y Az estén alineados, es condicién

A he necesaria y suficiente que al formar dos vectores cualesquiera
con ellos® —por ejemplo, A;AZ y Al_,g\3 -, estos sean

proporcionales. Si colocamos ambos vectores formando una

matriz 2x3, ello querra decir que su rango sera 1:

Ello es debido a que, obviamente, una recta tiene infinitos posibles vectores directores, y también podemos sustituir infinitos
puntos (a,b,c) en las ecuaciones paramétricas.

* Ver péag. 155 del libro de texto.

5 - -
También valdria el par A;A, Y Ay,Aq



3 ALFONSO GONZALEZ LOPEZ
I.E.S. FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

1ES. "Fernando de Mena"
Socuéllamos (Ciudod Real)

Ejercicio final tema: 7

. ECUACION PARAMETRICA Y GENERAL DEL PLANO °©

Determinacion principal del plano

Como puede verse en el dibujo, un plano va a quedar

determinado, por ejemplo, por un punto cualquiera sobre él (A O T) y

‘ dos vectores no nulos y no proporcionales paralelos a él (Jy;),
que llamaremos vectores direccionales del plano. Esta terna

constituye la determinacion principal del plano. En la practica,

escribiremos:

n:{A,a,;}

Al igual que en el caso de la recta, obviamente existen infinitas formas de determinar un plano: la
mas habitual es considerar el plano que pasa por tres puntos no alineados, o un plano paralelo a otro y

que pase por un punto exterior a éste, o perpendicular a una recta y que pase por un punto dado, etc.

Ejercicio final tema: 8

Ecuacioén del plano

Considerar el plano Tt de la figura adjunta. Supongamos

gue nos dan su determinacion principal, es decir, {A, u,Vv}.

Supongamos un punto genérico X O T{ es decir, un
punto cualquiera de TT, que puede variar. Es evidente que si X
esta en el plano, entonces el vector AX sera combinacién

lineal de G y \7 (por ejemplo, en el dibujo se ve que AX es

aproximadamente 3 J+ 2\7 ), es decir:
XOm= AX=AU+pv  (7)

donde A y p O O son parametros. Dando valores a ambos parametros se irian obteniendo los infinitos

puntos X que irian trazando el plano7.

® para reforzar todo lo tratado en este apartado, puede consultarse la pag. 164 del libro de texto.

! Esto también puede verse de forma interactiva en el siguiente enlace:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales _didacticos/Puntos_rectas planos d3/representacion_de planos.htm
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Por otra parte, es evidente en el dibujo la siguiente suma vectorial:
X = a+AX (8)

Reemplazando AX de (7) en (8) obtenemos la ecuacién vectorial del plano:

—

X =a+Au+puv| (dondeA, pO0) EC. VECTORIAL (9)

En la préactica, también esta ecuacion vectorial no es Util en si misma, pero si si la desglosamos en
sus tres componentes, obteniendo asi las ecuaciones paramétricas del plano; para ellos, suponemos
u=(u,,U,,u,)y Vv=_(VVyV,):

X =a+Au, +uv,

y=b+Au, +pv, EC. PARAMETRICAS (10)
Z=C+Au, +pv,

Observaciones: 13) Dando valores a A y pu O L] se obtienen los infinitos puntos (X,y,z) que constituyen el
plano.
2%) Y viceversa, a un mismo punto (x,y,z) le tiene que corresponder los mismos A y en
las tres ecuaciones.
3% Desventaja: Un mismo plano puede tener infinitas formas paramétricas, todas ellas
igualmente validas.

Por otra parte, nétese que (7) nos indica que AX, u y v son combinacién lineal, es decir, si
formamos el determinante de orden 3 formado por los tres vectores, éste valdra cero:

Xx—-a y-b z-c
AX=Au+puv = detfAX,u,v]=0 = | u, uy u, =0 (12)
v, vy v,

Y, desarrollando el determinante, y simplificando, siempre vamos a obtener una expresién del tipo:

|Ax+B¥+Cz+D=O| EC. GRAL. 0 IMPLICITA (12)

que se llama ecuacion general o implicita del plano, y es la forma mas comUnmente utilizada para
expresar un plano.

Observaciones: 1) Los infinitos puntos (x,y,z) que forman el plano han de verificar la igualdad anterior,
y viceversa: si un punto (X,y,z) verifica la igualdad, entonces [ TT (y, obviamente, en
caso contrario, no pertenecera).

2%)Ventaja: La forma general o implicita es Unica (salvo simplificacion de sus
coeficientes).
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3%)Veremos en el proximo subapartado que los coeficientes (A,B,C) representan las
componentes de un vector O TT al que designaremos como n,, llamado vector
normal del plano Tt

Ejercicios final tema: 9a 15

Vector normal del plano (n;) 8

- Como puede verse en el dibujo adjunto, otra determinacion
muy habitual de un plano es dar un punto cualquiera sobre él (A 00 T)

—

y un vector n, perpendicular al plano:

= {A, nn} Determinacién normal del plano

A continuacion, vamos a probar algo que ya hemos adelantado en el subapartado anterior: «Los
coeficientes a, b y ¢ de la ecuacién general o impl icita del plano, ax+by+cz+d=0, son las
componentes de un vector [ a dicho plano» .

Dem: n. =(ahb,c)
Supongamos que nos dan la determinacion normal del plano, es
decir, nos dan:

—

n, =(ab,c) of
A(X0,Y0:20)

como puede verse en el dibujo. Notese que el punto A(Xo,Yo Zo) €s fijo, y supongamos un punto genérico
X(x,y,z) del plano, es decir, un punto que puede variar a lo largo del plano. Si consideramos el vector que
une ambos puntos, es decir, ATX =(X=Xg,Y —Y0,Z—2g), €s evidente que dicho vector serd 0 a n%71 , con
lo cual su producto escalar sera nulo:

KX Dnﬁ71 = A%X-nﬂ71 =0 = (X-Xg,.Y~Y0.Z2-2Zp) (ab,c)=0

Efectuamos el producto escalar, y, para simplificar, renombramos la cantidad constante axq-byg-czog como
d:

(X=Xg,¥Y—Y0,.Z—2Zp) (a,b,c) =ax +by +cz—-ax, —by, -cz, =0 = ax+by+cz+d=0

es decir, obtenemos la ecuacion general o implicita del plano.  (C.Q.D)

8 ver péag. 165 del libro de texto.
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ax+by+cz+k=0 Consecuencia: Familia o0 Haz de planos paralelos

«La expresion ax+by+cz+K=0 representa una haz de
infinitos planos, todos ellos paralelos, los cuales se
obtienen dando valores a K»

ax+by+cz+k’=0

ax+by+cz+k”=0

Ejercicios final tema: 16 a 20

Condicién para que 4 puntos (0 mas) sean coplanario S:

Supongamos cuatro puntos A;, A,, Az y A4 Nno alineados”®.

Si ademas estan sobre el mismo plano, es obvio que al formar
— —
As tres vectores cualesquiera con ellos —por ejemplo, A;A, , AjA,

Ay y A;A, (ver dibujo)'>-, estos seran combinacién lineal. Si

colocamos los tres vectores formando una matriz 3x3, ello

querra decir que su rango sera'’ exactamente 2:

A, A, AsyA coplanarios = AjA,,AjA3 YA A, Son comb. lin. < rg[AlAZ,A1A3,A1A4J =2 (13)

o lo que es igual, que su determinante sera cero.

Ejercicios final tema: 21y 22

ECUACIONES IMPLICITAS DE LA RECTA (RECTA N DE 2 PLANOS) *?

Si dos planos TT y TU son no paralelos, es decir,
secantes, es evidente que van a definir una recta r, lo cual se _
B . o TC ax+hy+cz+d=0
conoce como ecuacion o forma implicita de larectar :

'y+c'z+d'=0
EC. IMPLICITAde larecta  (14)

a'x+b'y+c'z+d=0 /\/
r

De nuevo, la desventaja de esta forma es que no es Unica:
hay infinitas parejas de planos que definen la misma recta.

r.{ax+by+cz+d=0 ma

El caso en el que tres 0 mas puntos estan alineados ya se vio en el apdo. I.

0 ., ; X b d b d b
Naturalmente, también valdrian otras ternas, como por ejemplo A,A; , A,A; Y A,A,

Noétese que no puede ser rango 1, porque ello supondria que estan alineados.

2 Ver pags. 158 y 185 del libro de texto.
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) 2x+y-5z=-4 .
Ejemplo: Dados los planos se pide:
X-y+2z=1

a) Comprobar que son no paralelos, es decir, determinan una recta.

b) Resolver el sistema para hallar asi la ecuaciéon paramétrica de dicha recta.

Ejercicio final tema: 23

Observaciones: 1%) Si lo Gnico que queremos de una recta

expresada en implicita es extraer un posible
vector director u, de ella, entonces, viendo el m

dibujo adjunto, es evidente que bastara con

hacer el siguiente producto vectorial:

— — —

U =N XNy (15)

2%) Por otra parte, si lo que queremos es simplemente un punto cualquiera de la recta
en forma implicita, podemos obtenerlo por tanteo, es decir, sin necesidad de
resolver el sistema formado por dos planos: Ejercicio final tema: 24

Ejercicios final tema: 25, 26y 27

Recta gue se apoya en dos rectas que se cruzan y en un punto :

Supongamos que nos dan dos rectas r y s que se
cruzan en el espacio y un punto P exterior a ellas, y nos
piden que hallemos la ecuacion de la recta que se apoya
enry sy pasa por P. En el dibujo, hemos intentado
mostrar que ambas rectas se cruzan trazando sendos °

planos que las contienen.
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1°" método : Utilizando la forma implicita de la recta:

Se trata de ir girando los planos que contienen a ambas rectas de forma que sigan conteniendo a

las rectas, pero ademas ambos pasen por P (es evidente que esto no siempre se podra hacer, es decir,
este problema no siempre tiene solucion...):

Entonces, la recta pedida, t, sera la interseccion de los dos planos, es decir, vendra dada en forma
implicita por:
Ti: Plano que contiene a r y pasa por P

TL: Plano que contiene a s y pasa por P

Observaciones: 1) Como ya hemos dicho, este problema no siempre va a tener solucién.

2% Hemos supuesto que las dos rectas se cruzan, pero lo dicho seria igualmente valido
para el caso particular en que ambas rectas se corten.

: L X +2 _z
Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta que se apoya en las rectas r: =Y =

x+1 vy z
S: = =— asa por P(1,0,2
5 "y p'Yypasap (1,0,2)
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2° método : Utilizando la forma paramétrica y continua de la recta:

1° Pasamos r a paramétricas, obteniendo asi un punto genérico de r, que, por tanto, dependera
de un parametro, p. €j. A

2° Pasamos s a paramétricas, obteniendo asi un punto genérico de s, que, por tanto, dependera
de un parametro, p. €j. 4

3° Hallamos la recta que pasa por los dos puntos anteriores, en continua. Obtendremos asi una
expresion que depende de Ay (4

4° Descomponemos la expresion anterior en dos ecuaciones con dos incAgnitas, es decir, un
sistema, que resolvemos, para hallar A y

5° Sustituimos esos valores de A y W en la forma continua del 3* paso, operamos vy
simplificamos. De esta forma, la recta pedida la daremos en forma continua.

Ejemplo: Volver a hacer el ejemplo anterior por este método. Comprobar que se obtiene la misma recta.
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Ejercicios final tema:

28, 29 y 30 (Recta que se apoya en otras dos y en un punto)

40 a 44 (Areas y volimenes)

IV. PROBLEMAS SOBRE PROYECCIONES

IV.1 Punto simétrico respecto a un plano

Proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano

Nos dan el punto P y la ecuacion del plano Tt y tenemos que hallar P’, punto simétrico de P

respecto del plano TU Procederemos asi:

1°) Hallamos la ecuacién paramétrica de larectar La Tt
y que pasa por P.

2°) Hallamos el punto M, proyeccién ortogonal de P
sobre TU sustituyendo para ello las ecuaciones
paramétricas recién obtenidas de r en la ecuacion del
plano.

3°) Utilizamos la férmula del punto medio para hallar P’;

M:¥:>P':2M—P

Ver ejercicio resuelto 2 pag. 199 del libro de texto

Ejercicios final tema:

45y 46

10
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IV.2) Punto simétrico respecto a una recta.
Proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta

Nos dan la rectar y el punto P, y tenemos que hallar el punto simétrico P’ respecto de dicha recta.
Procederemos asi:

r 1°) Hallamos la ecuacién general del plano Ttque es Lar
y que contiene a P.

2°) Hallamos el punto M, proyeccion ortogonal de P
M sobre r, resolviendo para ello el sistema formado por ry
T Pe----- ®----- of T

39) Utilizamos la formula del punto medio para hallar P’

_P+P

M =P'=2M-P

Ver ejercicio resuelto 3 pag. 199 del libro de texto

Ejercicios final tema: 47y 48

IVV.3) Proyeccion ortogonal de una recta sobre un pl __ano

Nos dan la rectar y el plano TT, y tenemos que hallar r’, proyeccion de r sobre TU

Para ello, calculamos en primer lugar el plano Q que
contiene a r y es L a TL La recta r' sera entonces la
interseccion de dicho plano y T, expresada por tanto en
forma implicita:

r=QNT

Ver ejercicio resuelto 8 pag. 201 del libro de texto

Ejercicios final tema: 49y 50

11



