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) IDEA INTUITIVA DE limf(x) =L

X2

. L -1 . - . . -
Ejemplo 1 : La funcion f(x) = no esta definida en x=1; investigar, rellenando las siguientes tablas

X —_—
(mediante calculadora), su comportamiento en las proximidades de dicho punto, y explicar
graficamente la situacion:

L x-1 | 09 0,99 | 0,999... 3

- = lim f(x) =

L f(x) - X1

2

;_? = limf(x) =

W [ x-1"] 1,1 | 1,01 | 1,001...

= = lim f(x) =

z f(x) - X1 )

";'_J En la practica, los limites no se suelen calcular de esta forma, sino operando:

pd

L

= Cx2-1 . (x+D(x-1) .

) lim =lim =lim(x+1)=2

— x-1 x =1 x-1 X-=1 X-1

=

<

<ZE Es decir, nétese que la f(x) del enunciado se comporta como la recta y=x+1, salvo en x=1 (punto en el

cual no estéa definida); por lo tanto, su representacion gréfica es:

w

= :

pd i

w .

= |

< i

) ;

LL :

<L :

o’ 2z A i £ 3 1

o N S ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
O P 2 (O S

Vemos que cuando las x se acercan a 1" (flecha izqda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden
a 2', mientras que cuando las x se acercan a 1" (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes
tienden a 2. Y todo ello es independiente de que, exactamente en x=1, la funcién no esta definida.

m Conclusiones:
1° Para que exista limite han de coincidir los limites laterales.
2° A efectos de IxirT;f(x)no hay que tener en cu enta lo que ocurre exactamente en x=a, sino en
las proximidade; ; de hecho, hay casos en los que en un punto no existe imagen pero si limite

(como en el ejemplo anterior), y esta es precisamente la utilidad del concepto de limite.

3° De todos modos, normalmente existen limite e imagen, y ambos coinciden, como en el siguiente
ejemplo:

Ejercicio libro: pag. 251: 29
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Ejemplo 2 : Dada f(x)=x?, obtener numéricamente, mediante las siguientes tablas, Iimzf(x) :
X -

x-2 | 1,9 | 1,99 |1,999... \ : f
= lim f(x) = s ‘
f(x) - x-2 3 4
>: Iin;f(x) = 2 /
x-2"| 21 | 2,01 |2,001... 1
= lim f(x) =
f(x) - X-2 ) 7

Es decir, cuando las x se acercan a 2 (flecha izqda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden a
4, mientras que cuando las x se acercan a 2" (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes
tienden a 4. En este caso, la funcion si esta definida precisamente en x=2, y su valor es 4; es decir, en
este ejemplo limite e imagen coinciden (lo cual, por cierto, es lo mas habitual).

m Veamos ahora un ejemplo de funcién en el que no hay limite:

X| _
Ejemplo 3 : Dada f(x) =< x six#0 se pide: a) Representarla. b) Hallar Iin’(l)f(x) graficamente.
2 six=0
T lim f(x) = -1
i 5 . x-0 = DOlimf(x)
>0 Jm =1 e

En este caso, al acercarnos a x=0" por la rama izquierda, las imagenes tienden exactamente a -1
(aunque precisamente en x=0 no tengan el valor esperado, sino 2; de nuevo, téngase en cuenta que a
efectos del limite no hay que tener en cuenta lo que hace la funcidon exactamente en el punto sino en sus
proximidades...), mientras que al acercarnos a x=0" por la rama derecha, las imagenes tienden
exactamente a 1. Por lo tanto, como no coinciden los limites laterales, el limite global no existe .

m Podriamos ver mas ejemplos, pero todos ellos se resumirian en alguno de los 4 casos del siguiente
esguema,; va a existir limite cuando x - a sélo en los tres primeros supuestos:

) f(a) f(x)
CH] By I L f(ayp~-—--- X
/ a / a / a
Olimf(x) = f(a) Olimf(x) =L Olimf(x) =L # f(a) Dlxi[r;f(x)
[aunque DIf(a)] [aunque Of(a)]
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Como resumen: «A efectos graficos, no va a haber M f(x}uando e n x=a las dos ramas no
coinciden»

1) limf(x) =oo. ASINTOTA VERTICAL  (Ver pag. 224 del libro de texto)

Ejemplo 4 : Vemos facilmente que la funcion f(x) :% no estad definida en x=3; investigar,
X —

rellenando las siguientes tablas (inténtese sin calculadora), su comportamiento en las

proximidades de dicho punto, y explicar analitica y graficamente la situacion:

L Xx-3 | 29 2,99 | 2,999... 3
= = lim f(x) =
w f(x) -» x-3
=
S b = lim f(x) =
E X-3
W | x-»3"| 31 | 3,01 |3,001...
= .
) = lim f(x) =
Z f(X)—> x-3 J
L En la préctica, se procede asi:
z
L lim 1 = il' = 1 =00
= 3 (x-3)* (07)* 0 :
< = lim——0=
Q . i 1 1 x=3 (x = 3)
= lim 2 a2 a0 ®
3 x-3" (x = 3) (0%) 0
<
Z
<
Gréficamente, la situacion es la siguiente:
5
L
= 4
w
=
<E 3
)
i
\< 2
o
©)
1

Es decir, cuando las x se acercan a 3 (flecha izqda; rama izquierda) las imagenes correspondientes
tienden a hacerse infinitamente grandes i.e. », y cuando las x se aproximan a 3" (flecha dcha.; rama
derecha) las imagenes tienden también a «. Y todo ello, volvemos a insistir, es independiente de que
concretamente en x=3 la funcién no esta definida. Esta es precisamente la utilidad de la nocién de
limite: incluso aunque la funcién no esté definida en un punto, el limite da cuenta del
comportamiento de la funcién en dicho punto

En el ejemplo anterior, se dice que f(x) presenta una asintota vertical en x=3.
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m Observaciones:
1° Cuando por sustitucion directa en un limite obtengamos k/0, automaticamente tenemos que plantear
limites laterales, para discernir si el denominador es 0" 0 0

2° Nétese que, a la hora de calcular un limite, en el momento en que sustituyamos en la funcion,
desaparece el simbolo de lim.

m Definicién de asintota vertical _: |XIrT!1 f(X)=wo0-0 « x=a A.V.

Ejemplo 5 : Estudiar analiticamente Iirr; 13 y explicar graficamente la situacion. ¢ Qué asintota vertical
X -

presenta la funcion?

. 1

lim 3 =

~37 - .

-8 X = lim

. x-3 X—3
lim =

x-3* X—3

1) lim f(x) =L . ASINTOTA HORIZONTAL  (Ver pags. 224 y 234 del libro de texto)

Eiemplo 6 : Estudiar, mediante la siguiente tabla de valores, lim +53
X — 00 X_
X 10 100 1000 | 10000... o +3
3 = lim X = =
X+ X — 00 X_
f)=—=
) yr-

En la practica, como x— o, ldgicamente podemos despreciar el efecto de sumar o restar un ndmero finito
a x, por lo cual podemos proceder de la siguiente forma:

im X*3 < him X = lim1=1

x-0 X -5 Xow X X - 00

Es decir, cuando X - o0 (0 -), nos quedaremos con el
término de mayor grado del polinomio  (lo que se conoce
como término dominante ), y despreciaremos términos de
menor grado. jNGtese que esto sélo tiene sentido cuando

X o0 (0 -)! Esta sera una técnica muy utilizada para
calcular limites.

Graficamente, la situacion es la del grafico al margen.
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Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes correspondientes tienden a
aproximarse cada vez mas a 1", pero sin llegar a alcanzar jamas el valor 1. Se dice entonces que f(x)
presenta una asintota horizontal de ecuacién y=1.

m Definicién de asintota horizontal _: lim f(x)=L < y =L AH.

X - 00
(0-»)

m Observaciones : 1° La gréafica puede cortar a la A.H. para valores finitos de x
2° En cambio, la gréfica de una funcion nunca puede cortar a una A.V.

3° En el préximo tema veremos un tercer tipo: las asintotas oblicuas

V) )l(lmo f(x) =0 . RAMAS INFINITAS (Ver pags. 226 y 234 del libro de texto)

Ejemplo 7 : Obtener lim (x? - x +2) mediante la siguiente tabla de valores:
X =0

20
19

f0) = —x+2 10 100 1000... o 18 Y= -X+2
= lim (x*-x+2) = 17
X oo 16
15
14
13
12
. ) o 11
Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes 10
correspondientes tienden a hacerse tan grandes como queramos, como queda 9
reflejado en la gréfica. En la préactica, y como ya hemos comentado en el 2
apartado anterior, cuando x —»o (0 -©©) nos quedaremos con el término de 6
mayor grado del polinomio  (lo que se conoce como término dominante ), y 5
4

despreciaremos términos de menor grado:

[

lim (x? -x+2) = lim x? =w0? =

X X 101 2 3 45 6

De nuevo, adviértase que esta forma de proceder sélo tiene sentido cuando x o (0 -), no cuando x
tiende a un namero finito. En el ejemplo anterior, se dice ademas que f(x) presenta una rama infinita.

m Regla practica : lim P(x) = lim (t° de mayor grado)

(0-=) (0-=)

V) PROPIEDADES DE LOS LIMITES?® (Ver pag. 225 del libro de texto)

1°) «El limite -en caso de existir- es (inico»

20) [lim [f(x) £ g(x)] = lim f(x) £ lim g(x)| es decir, «El limite de la suma (diferencia) es la suma (diferencia)

de los limites».

~

39) [lim [f(x)- g(x)] = lim f(x) - lim g(x)| es decir, «El limite del producto es el producto de los limites».

~

! Todas estas propiedades son validas independientemente de que x - 0 a un valor finito. Su demostracion excede
el nivel de este curso.
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im 100 _ lim 7<)

900 im gx) (siempre y cuando lim g(x)#0)

59) limk =k| es decir, «El limite de una constante es igual a dicha constante»

69) [lim [k - f(x)] =k -lim f(x)| es decir, «Las constantes multiplicativas pueden salir (0 entrar) en el
limite».
7°) Limite de una potencia: ~ [lim [f()]°® =[lim f()]"" | Ejemplo: lim e* =e” =

89) Limite de una raiz: |lim §/f(x) = 2/lim (x)

9°) Limite de un logaritmo:  |lim log f(x) = log lim f(x)

VI) LIMITES INFINITOS E INDETERMINACIONES  (Ver pags. 228 y 229 del libro de texto)

= SUMAS Y RESTAS: |oo+oo=oo o+ K =00 o0 - 00 = INDTDO. —00-oo=—00|

Nétese que no podemos concluir que «-c0 sea siempre igual a 0, puesto que ambos « pueden ser, en
general, de distinto orden?; por lo tanto, el resultado de -0 tendra valores distintos dependiendo de
cada ejemplo concreto, y se dice entonces que sure  sultado es indeterminado, o bien que se trata

de una indeterminacién . La mayor parte de las indeterminaciones se deshacen operando. Veamos un
sencillo ejemplo justificativo:

. X+2 X . X+2-X .2 .
lim 5 —— | =0 —0 =INDTDO. = lim — =lim ==Ilim1=1

X - 00 2 X X—0 D X >

Es decir, en este caso concreto «-o ha resultado ser igual a 1, pero veremos muchos mas ejemplos en
los que puede resultar otro nimero (incluido, por supuesto 0), 0 e, 0 -, 0 incluso no existir.

00 sik >0
* PRODUCTOS: oo o0=00 00°(-00)=-00 -00-(-e0)=00 o[k ={INDTDO. sik=0
-0 sik<0
Veamos un ejemplo justificativo de la indeterminacién anterior:
.ox=2 1 _ _ oo X=2 . ox _. 1 1
lim -— =00-0=INDTDO. = lim =lim —=Ilim ===
X—e X Xoo 2X Xow 2K xX-w 202

2 En el caso de una incognita, si es cierto que a-a, 0 x-x, etc. es igual a cero; ahora bien, adviértase que en el caso
de -0 estamos hablando de limites, es decir, ambos « no tienen por qué ser exactamente iguales, sino que
pueden ser de distinto orden.
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0 sik>0
. ® _ ; L k +
= COCIENTES: — =4operar y/o hacer limlaterales sik=0 X_og ==
k . 0 too N
-00 sik<0 D
0 T
—=| k. hacer lim laterales D
0 N 0 (0]
D
T
D
. ., ... O .
Veamos ejemplos préacticos de algunos de los casos anteriores:
a) lim XIZ :%:Iim [(x+2)x ]=lim (x* +2x) = lim x* =0 = o
x
b) lim X3 - % _npTDO = im X = im3=3
X — 00 X 00 X—0o X X — 00
2 —_— -
o) lim X1 = 0 _notoo =lim XFDXD i 41y =2
x-1 x-1 0 x-1 X-1 x-1
. X+3_ 4 _
x+3_4 | MG X+3 X+3
d) lim =—={7 = Olim=—— (o bien, lim =)
x-1x=1 0 . X+3 4 x-1x—-1 x-1x—-1
lim =— =0
x-1* X—=1 0+
imX¥3 - 4 _4_
Cox+3 4| et (x-1)? (0_)2 0 L OX+3 _
e) lim === = lim 5=
X (X_l) 0 lim x+3 __ 4 _ 4 _ Xﬁl(x_l)
S D
0 sia>1 0 sin<0 .
" POTENCIAS: |a° = /inpTDO.  si a=1 " ={INDTDO. §i N=0 0"=INDTDO.
0 si0O<ax<l1 00 sin>0

Nétese que (0*)°=0; por ejemplo: JLT ¥ =0

* LOGARITMOS: |log 0'=-c0  log co=c0

Ln 0" =-o0 Ln oo=00

= Como conclusién, hemos visto una serie de indeterminaciones que podemos resumir en siete casos:

t® | 0(+0), w-00, 1**, ()’ 0°
+ o0

0
0

Ejercicios libro: pag. 226: 3y 4

VII) CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS

1°) Limites de polinomios: lim P(x) = lim (t° de mayor grado)

(0-=) (0-=)
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2°) Limites de cocientes de polinomios:

a) i P(x) _ 0| «Se resuelve factorizando numerador y denominador (habitualmente por Ruffini)
ll Q(X) ~ 0| Y eliminando a continuacion el factor x-a que figura repetido en ambos términos
de la fraccién» (Ver pag. 239 del libro de texto)
Ejemplo: x2+2x-8 0 _  (x-2)(x+4) . x+4 _6 _
im —>————=-—=INDTDO =lim lim =—=2
X=2 X% -X-2 0 x-2 (x-2)(x+1) x-2 x+1 3

Ejercicio final tema (Repaso limites) : 1

Ejercicios libro: pag. 239: 4; pag. 249y ss.: 13

P(x 00
b) [Im Q((x)) i «Se resuelve recurriendo en numerador y denominador a los términos de mayor
grado de cada polinomio®»  (Ver pag. 230 del libro de texto)

Ejemplos:  AX2-x+2 o Coax?
a) lim ————=—=INDTDO = lim =lim2=2
xoo 2X°+3x-1 o x-o 2X X o
X +x+3 _ ® X
b) lim ————— =—=INDTDO = lim — = |lim X =
X - 00 X+3 [} X0 X X -
. X+3 00 . X .1 1 N
¢) lim ————=—=INDTDO = lim —=1lm —=—=0
X-w X< +X+3 (%) X-w ¥ Xow X o)

d) Esta regla se puede generalizar, en ciertos casos a funciones que no sean

polinébmicas:
2 2

. X5 =2X+3 o . AlX .ox 1
lim ——————— = —=INDTDO = lim =lim —==
X 2x-3 00 X X xee 2X

3/ 4 2 3/, 4 4/3 1/3 3
. X" =3x"+5 o . AlX . X X . 3x o
lim ———————— = — =INDTDO = lim =lim =lim —=lm —=—=o
X 3x+2 00 xoo 3X  xe2 3X  x-= 3 x-= 3 3

Ejercicio final tema (Repaso limites) : 2

Ejercicio libro: pag. 249y ss.: 2

3°) Limites de funciones irracionales:

a) «Se resuelve multiplicando numerador y denominador por el conjugado® de la expresion
radical, y operando a continuacion»

Ej lo: _ _ _
Jemplo li X-4 —RZINDTDozlim (X 4)&+2 :Ixifr]1 (X A;()f+2 :Eﬂ(&+2):4

m-—-———=
x-4 fx -2 0 -4 (Jx -2)Jx +2

® Existe otra forma alternativa, en general mas laboriosa, que consiste en dividir numerador y denominador por la
mayor potencia de x que aparezca en ambos polinomios.

‘El conjugado de un binomio radical consiste en cambiar el signo intermedio de éste; por ejemplo, el conjugado de

JX +2 es/x -2
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Observaciones : 1° Caso de existir dos expresiones radicales, una en el numerador y otra en el

denominador, habria que realizar el procedimiento anterior dos veces (una por
cada expresion).

2° Si se trata de dos raices con distinto indice, tendremos que pasarlas a indice
comun: (Ver pag. 239 del libro de texto)

_3x?-2x _0_ . Jx=-2)x J(x=2)2x* x? _
[iMm ———====—==INDTDO = Iim ————=—==1im =lim ¢f—"—75 =
“2x*+x-6 0 PN =2)(x+3) P g(x=2)°(x+3)° 72 N (X=2)(x+3)
2
lim ¢ S . S
_6\/2_ x-2 \[(x = 2)(x +3) 07125
=5 = '
im g% =e| % —gm =
x-2" \[(x=2)(x+3) 0" 125
b) [ «Se resuelve dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia efectiva ® de x
o gue aparezca en cualquiera de las expresiones»
: 4 _ .
Ejemplo: . . o 0
 x-4 _ . XX N 1"% 1
[im ————==—=INDTDO = lim =lim =lim ===1
X 00 lx2_2 00 X 00 X2_2 X -0 X2_2 X 00 1_% 1
X x2 X
i: 0+
o0

Obsérvese en el ejemplo anterior dos detalles importantes:
= La x entra dividiendo en una raiz cuadrada también dividiendo, pero al cuadrado.

= El hecho de dividir por la mayor potencia efectiva de x nos garantiza que los limites
parciales que aparecen al final seran siempre cero.

En algunos casos -tal y como ya se ha indicado en el subapartado anterior-, y con mucho cuidado,
podemos despreciar términos de menor orden; por ejemplo, el limite anterior podria calcularse mas

facilmente asi:

. X—-4 0 . . X
lim —— = —=INDTDO = lim =lim==1

X
X - 00 X2_2 00 X -0 lX2 X—00 ¥

c) (Ver pag. 231 del libro de texto) «Se resuelve:

1°) Multiplicando y dividiendo por el conjugado de la expresion radical, y operando a
continuacion; en algunos casos (cuando el numerador resultante dependa de x),

como la indeterminacion no desaparece sino que pasa a ser /e, ademas hay que
recurrir al siguiente paso:

2°) Dividimos a continuacién numerador y denominador por la mayor potencia efectiva
de x»

*El adjetivo «efectiva» alude al hecho de que hay que tener en cuenta que, por ejemplo, en la expresion /x%-2 , la
X N0 se comporta como e sino, de forma efectiva, como x
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Ejemplos:
2 _ 2 2 2
a) lim (m—x):oo—oo =INDTDO = lim (m Xxm”() = lim X H1=x"
=lim ézi:o*

=2 IxZ+1+x  0®

b) lim (’\/X2+X—X):°0—00:INDTDO = lim ('X2+X_X “X2+X+X)—

Xooe Xo e x4+ x o+ x
= |im X° + x - x” = lim X =2 - noTDO =
e X P x4 x0T A+ X+ X ®
X
. . 1 . 1 1
= lim NPT X = lim 2 = lim =5
X - 00 + X - 00 X - 00 l
X X X \/x2 . x2 +1 \/1+ +1
X X X X
1
[ole]

Notese que en el primer ejemplo ha bastado con aplicar el primer paso del procedimiento, mientras que
en el segundo ha habido que aplicar los dos pasos. En ciertos casos, la indeterminacion se puede
"resolver a simple vista", teniendo en cuenta que los « son de distinto orden, y no es necesario operatr.
Por ejemplo:

lim ( x3 +1—X):oo—oo =

X - 00

dado que el primer factor se comporta como x*?, y , por tanto, "domina" en el infinito al otro factor.
iCuidado! Esto no se podria aplicar, por ejemplo, al siguiente caso:

lim (\/x2 -X —x)

X -0

ya que ambos términos son del mismo orden; aqui no nos quedaria mas remedio que operar.

= En los casos en que x - -, se recomienda hacer el cambio de variable z=-x, que hace que z -, como
puede verse en el siguiente ejemplo:
cambio de variable x=-z

V1 + z?

lim 1+ x® _ ® _ oo vm YErZT oo, 2z

Xoo 1-x 0 z-@ 1+ z zoe V1 + z
0° z
2
\/12 N 12 .1 )

= lim Z Z = lim Z = — = ®

\/ 1 z e e \/ 1 0

+ +
z? z? ziﬁ z
0" 0*

Ejercicio final tema (Repaso limites) : 3

Ejercicio libro: pag. 239: 5

10
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4°) Indeterminaciones que se resuelven operando: (Ver pag. 240 del libro de texto)

Algunas indeterminaciones, sobre todo del tipo 0-c0 0 -0, se "deshacen” en algunos casos operando.

Por ejemplo:

. [ x*-6 1) B [ x*-6 1) . (x*-6 X L X2 -x-6 _
lim| —- =0 —0 =INDTDO =Ilim| ——-——|=Iim - =lm ————=
x-3( x> -3x x-3 x-3( x(x-3) x-3) x-3(x(x-3) x(x-3)) x-3 x(x-3)
i (x+2)(x—3):”mx+2:§
x=3  X(x=13) x-3 X 3

5°) Indeterminacion 1 *:  (Ver pags. 233y 240 del libro de texto)

La indeterminacién 1” se puede resolver aplicando la siguiente formula® practica:

I”m f(x)90 =1% = elim[f(x)—l]-g(x)l

Ejemplo:
2 2 2
-1 . -1 -
, - lim [X”—1 (3x-1) lim ﬁ—xzﬂ (3x-1) lim | == |(sx - 1)
. X“+x-1 e _ x - ol x2 40 X | xZ 42 X“+2 x » o\ y2 42
l|m [2] =1" =INDTDO =¢€ =e =e =
el X +2
. 3x2—10x+3
Iim ——
X - x2+2 :e3

NOTA: En el proximo tema veremos una forma mas practica para resolver, no sélo este caso de
indeterminacion, sino las tres de tipo exponencial, que se conoce como "Regla de L'Hb6pital".

Ejercicios libro: pag. 233: 5; pag. 240: 6y 7

«Cualquier funcién exponencial (de base > 1) es un infinito de orden superior a

6°) Regla practica:
cualquier potencia» (Ver pag. 227 del libro de texto)

X . P(x
2~ | obien, [lim P (donde a>1)

x-0 X

lim
= P()

Por otra parte, «Las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos». Por lo tanto,
podemos concluir que’, en el infinito, log x < P(x) <a *

X X

Ejemplos: @) lim ————— =w c) lim (e -x?)=co e) lim = oo
x-o X< -5X +6 X0 x-= |og X
5
b) lim )3%:0 d) |im Inizxzo f) lim (nx-x?)= —e
X — 00 X0 Y X — 00

Ejercicios final tema (Repaso limites) : 4y ss.

Ejercicios libro: pag. 231: 1y 2; pag. 232: 3y 4; pag. 249y ss.:4a9, 12, 14, 15y 19; 10 (f definida a trozos); 25y 26
(valor absoluto)

® Ver demostracion en pag. 233 del libro de texto.
"Esto es muy facil de entender si atendemos a las gréaficas de los tres tipos de funciones en cuestion...
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VIII) CONTINUIDAD (Ver pag. 241 del libro de texto)

Intuitivamente, una funcién es continua cuando se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel.

Mas formalmente, se define funcién continua en un punto  de la siguiente forma:

f(x) continua en x=a = lim f(x) =f(a) E_s deqir:_“Una_funcién es confcinua en un punto
X—a si el limite coincide con la imagen en dicho
punto” .

A efectos practicos, para estudiar si una funcion es continua en un punto, hay que comprobar:

1) que exista imagen
2) que exista limite
3) y que ambos coincidan

(En caso de no ser continua en un punto, se dice que es discontinua).

Por extensién, diremos que una funcion es continua en un intervalo  cuando lo es en todos los puntos
de dicho intervalo.

Vamos a recordar de nuevo el esquema-resumen visto en el apartado | del tema, e investigar en cada
uno de los cuatro casos si la funcién es continua en x=a, para lo cual aplicaremos los tres requisitos de la
continuidad arriba mencionados; observamos que la funcién es continua en x=a so6lo en el primer

SUpUGStO:
f(a)
Olim f(x) = f(a) = f(x) CONTINUA en [f(a)
e T . —f(X) DISCONTINUA en x=a
Olimf(x) =L
f(a) f(x)
L ffayy----

[ e [

[ lim f(x)=f(x) DISCONTINUA en x=a
X-a

Olimf(X) =L # f(a) =f(x) DISCONTINUA en x=a

Nétese que en el Gltimo caso la funcién es discontinua, independientemente de que exista o no imagen.
Este hecho conduce a los siguientes 5 tipos de discontinuidades:

12
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1) Evitable: «La funcién no es continua en x=a, perod/ £ finito»; se llama evitable porque podemos
X-a

redefinir f(a) =limf(x) de modo que la funcion pasara a ser continua. A este tipo responden
X-a
los supuestos 2° y 3° anteriores.

2) De 12 especie: Existen tres tipos:

2.1) De salto finito: «Existen ambos limites laterales y son finitos, pero no coinciden». El salto viene
dado por la diferencia entre los limites. A este caso pertenece el 4° grafico.

2.2) De salto infinito:  «Un limite lateral es finito y el otro infinito». Se presenta entonces una asintota
vertical, pero por un lado. Graficamente, la situacion es la siguiente:

f(x)

lim f(x)=-c0 y lim f(x)=f(a)

Xoa X-a

2.3) Asintética: «Los dos limites laterales son infinitos». Se da entonces una asintota vertical, por
ambos lados. Gréaficamente, la situacion puede ser la siguiente:

P\ ) N\ 00
~ |
! o bien: :
\ EX:a A.V. :X=a AV.
B e
lim f(x)=-00 y lim f(x)=co lim f(x) = lim_f(x) =

3) Esencial , o de 22 especie: «Uno, o los dos limites laterales, no existe»

NOTA: En la practica, a la hora de clasificar una posible discontinuidad, basta con decir si es evitable, o,
en caso contrario, si es de salto finito, o de salto infinito, o asintotica, o esencial (es decir, no es
necesario aludir a la especie).

Reglas para estudiar la continuidad de las funcione s mas habituales :

1°) «La suma de funciones continuas es también una funcién continua»
«ldem para el producto»
«ldem para el cociente, salvo en los puntos donde no se anula el denominador»

29) «Las funciones polindbmicas son continuas OxOIR»

13
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L, . X . . .
39 Funcién racional:  f(x) = gg; es discontinua en los x que anulan el denominador h(x)
X

(pues entonces no existira imagen)

4°) Funcioén irracional:  f(x) =P3/g(x) es continua en los x tales que g(x)=0 (pues, en caso contrario,
no existira imagens) (NOTA: Si el indice es impar, en principio
seria continua OxOIR)

59) Funcidn logaritmica:  f(x) =log g(x) es continua en los x tales que g(x)>0 (pues, en caso
contrario, no existira el logaritmo; nétese que en este caso se
exige que el argumento del logaritmo sea estrictamente
positivo) (NOTA: Esta regla es valida sea cual sea la base del
logaritmo)

6°) «sen x, cos X y a* son continuas OxOIR»

X2

Ejercicio 1: Dadaf(x) = , estudiar su continuidad en x=2

Aplicando los tres requisitos de la continuidad, vemos que falla el 1°, ya que Lf(2) = f(x) es discontinua
en x=2 = |f(x) continua O x O IR-{2}|

(Notese que ello es independiente de que exista limite, como de hecho ocurre:

2— —
lim X4~ jj X2 =2)
x-2 X—=2 x-2 xX-2

=lim (x+2)=4

Por lo tanto, se trata de discontinuidad evitable, es decir, bastaria redefinir la funciéon de la siguiente

forma:
x* -4 .
—— Six#2
f)=7 x-2
4 Six =2
para que pasara a ser continua en x=2
E six#1
Ejercicio 2: Dada f(x) =1 x -1 , estudiar su continuidad. Caso de ser discontinua,
5 six=1

redefinirla para que pase a ser continua.

8 Obviamente, también habria que estudiar la continuidad de g(x) en si, y Io mismo puede decirse para las siguientes
reglas.

14
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Ejercicio 3: Representar las siguientes funciones, y estudiar su continuidad. Caso de presentar
discontinuidades, clasificarlas razonadamente:

a) f(x) =§

b) f(x) = Xx+3 six<0
| Inx  six>0

0 f(x) =§

Continuidad lateral

. Se dice que una funcién es continua por la derecha bajo la siguiente condicion:

f(x)continuaenx =a' « lim f(x) = f(a)

x-at

Analogamente se define la continuidad por la izquierda.

15
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. + - .
Observaciones: 1° Obviamente, |f(x)continuaenx =a ya < f(x)continuaenx =a

2° La continuidad lateral se suele aplicar a funciones definidas por ramas.

Ejercicios final tema (Continuidad) _: 1 a 20

Ejercicios libro: pag. 250 y ss.: 16 y 17 (f definida a trozos); 18, 33 (clasificar discontinuidades); 20, 21 y 28 (f
definida a trozos, con parametro); 23 y 24 (de aplicacion real); 22 y 27 (valor absoluto)

Teorema de Bolzano °: (Ver pag. 242 del libro de texto)

f continua en [a,b]

: _ = Oc O(a,b) tal que f(c)=0
signof(a) # signof(b)

Con palabras: «Si una funcién es continua en un intervalo cerrado, y toma distinto signo en ambos
extremos de dicho intervalo, existira entonces al menos un punto intermedio de tal
intervalo en el que la funcién se anule»

Interpretacion grafica: Es obvia: Si la funcién tiene que evolucionar de
forma continua desde A hasta B, tendrd que cortar necesariamente al
menos una vez al eje x en algin punto intermedio del intervalo (NOTA:
Puede existir mas de un valor intermedio ¢ que verifique el teorema).

Aplicaciones: Demostracién de la existencia de raices de una ecuacion
y/o acotacién de éstas, comprobar que dos funciones se cortan,
comprobar que una funcién toma un determinado valor, etc. (ver
ejercicios).

Ejercicios final tema (Continuidad) : 21 a 31
Ejercicios PAEG : 1 B jun 2009; 1 A jun 2010

Ejercicios libro: pag. 243: 1; pag. 252: 38, 39 (acotar raices); pag. 243: 2; pag. 251: 32 (comprobar que dos
funciones se cortan)

® Bernard Bolzano (1781-1848), sacerdote y matematico checo, quien demostré rigurosamente tal teorema.
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REPASO DE LIMITES 2° BACHILLERATO

RECORDAR:

» Para que exista limitde una f(x) en un punto han de coincidir los lévilaterales
en dicho punto.

» A efectos delmf(x) no tenemos en cuenta éoapurre exactamente en x=a, sino
en las proximidades. De hecho, hay casos en los\gxiste f(a) pero si el lim
(de ahi la utilidad de la nocion de limite).

* El limite de la suma es la suma de los limites)gp garecido ocurre con el
producto, cociente, potencia, raiz, logaritmo, &sto es muy util a la hora de
calcular limites.

» Limites infinitos e indeterminacionesompletar, con ayuda del profesoy.

SUMA Y RESTA:  ocotoo= co+k=
00-00= -00-00= sik >0
PRODUCTO: 00+ 00= 00-(-00)= -00-(-00)= oo [k = sik =0
sik <0
COCIENTE: o sik>0 k _ T 0_ k_
I = S|k =0 00 + 0 O O
sik <0
POTENCIA: ] sia>1 Sin<0 o° = 0" =
a” = sia=1 oo = sin=0
sia<l sin>0
LOGARITMOS:  log 0'= log, 1= loga= logeo=
In 0= In 1= In e= Inpo=

con lo cual los 7 tipos de indeterminacién son:

9' El O-m, w-ml 1iw, wol d)
0 o

17
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1. Comprobar los siguientes limites:

2

a)lim X "1-2
x-1x-1

b) lim

X -1

x-1

lim xt-1_
3

. X" =X

d) lim — =1
x-0x“ =X

e) lim x3—2x2—4x+8_
x-2x3-5x2+8x-4

3 2
+ +3x+
f) im X~ +3x°+3x 1:0

x-1 x3+x%-x-1

X% -7x +12
X -3 x2-6X+9

4

= to00

3. a) limvJ2x*-3x+5
b) lim +-2x3®+3x%?-5

X — -00

C) lim v3x®-2x+5

X — -0

d) lim +-2x®+3x-7

X — -00

X2 +2x°+x -4 _

4

8

3

. x3-x%-x+1 _
h) Xhinlx3-3x2+3x—1_iroo
2
i) lim X +2X+1:4
x-3  x+1
. X2 -4 B
) 2 Bx+10
.4
k) )l(l[nox—s—ioo
. 1
[) lim =
x~03x*
. x*-2x-21_25
m) m ———m—=—
x-3 X (x-3) 3
. 2X—
n) lim =+o0
x-1 x-1

) lim _tx+2
x~-w X%+ 7x% +3

m) lim = =0
X — 0 ¥

2 2
n) lim | X—-X_|=-2
x-oo| X+1 x-1

. Ax+2-2 1

e) lim ———==
x-2  X-2 4

2 [

f) lim 3)('2"—)("'7:3
Xoo X7 +3X

g) lim («/x2+1—x):o
. Wx-1-1_1

h lim—>—=——===
x-2  X-2 2

18

2_ —
0) i 4x2 4x 8_
x-2 X°-3x+2
1 1
x> a _2
p) !(I[.na 1 1 3
X &
2
.o x°-1
lim =-2
Q) Jim ——
. Xx—-3
r) lim
)Xa2x2-5x+6

i:O

0) lim —

X0 X
p) lim5* =0

3x*-2x _ 3

5x*+x 5

) 5x3 -3x*+5

N lim — . =
x -0 3%+ 2% -3x-1
X2+ 2x

S) lim =
) Jim, x* -1

4 2

g g XX x 1
x—o0o  3XT 4+ 2 3

7+ Bx2 —
u) Iimx 6X 2x_oo

o 3x2+4x +1

q) lim

X -

1

5

i) lim =0

X
X = Vx4—3
)] Xlimw (x-\/x2 -x):
K) lim YX*6-3_

x-3x2=2x-3 24

||—\ N |

5
3
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im VX3 +2X + X _

) i il
X w00 2x -3
/v 2
X w00 2% -3
3,2 _

n
)X~2\/x2+x—6

(ayuda: reducir a indice com

0) lim (sz +3x—VX? +1):§

. 1

I —_— - ®
D e P V2
Q) lim (4x+ 202X —3=00
N lim (Vx2+2x—x)=oo

s) lim (\/x2+2x—x):
0 fim —>x*t .3

X- @ \J4x? - 6X 2

) lim (x+1) (x+2¥ e
x-3 (x-3f  x-3
1+x® 1+x?
el - = —00
)X~l 1-x° 1—x2j
. 3X+1 2x-1
| - o
f) x”:.nl( X -1 )(2—1] oo
g) lim x( X+1-1j=1
X - 00 X_

. 5x3 — 2x
u) lim =
x-o  2X+5
2
V) Ilm(\/x2+2x— 2X ]:oo
X X“+2
2
W) lim | Vx* =32 - |z
X X+2
in) /
X) Iimﬂ:1
X-o AX+3
X-2
im ———
y)xa2+ X+7-3
. oAx=1
Z) lim =)
x-1" X-1

a) lim Jx_(\/x+a—&):g
B) Iim_ (\/x2+2x+x):—1

- -0

y) lim (2x+mj -~

19

o) lim [\/x2+2x +x)=-oo

X — -00
2—

£) lim —X—% —16
X=24X+2-2

() lim (\/x2+x—\/x2+1j:-%

n) |im0—“1'x_“1+X =0
X - X

0) Iim&_\/g: -
x-a x-a 24a

2_
) lim— "L _ 5

Xy —14+4/%X%-X
Vx*+2x =/x w
2

K) lim
X — 0

B) lim x?2 sent =0
X

X -0

y) lim x

X —» ©

2 1
sen= =o
X
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5. Dadas las siguientes funciones, obtener: a) Lagengue se indican. b) La ecuacion de las
posibles asintotas. C) Dom(f) e Im(f):

i) - -X+2 six<2 i) fo) = 2%2
X) = =
JX+2  six=2 x?+1

lim £(x); lim f(x); lim f(x) Jim_1(x); lim #(x); lim f(x)

1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1| - SO IS : L ISR SO
/ 777777777777777777777777777777777 3 77777777777777777777777777777777777
] ;;;;;;;; """"" S S ;;;;:;;;
7 6 5 4 3 2 1 L1} 1 2 3 4 5 [
2
i) f(x)=— iv) f(X)=vx2-1-X

x*+1
Iim f(x); lim f(x); Iinlf(x);lirqf(x)

lim f(x); lim f(x); lim f(x); lim f(x)
X — =00 X - 00 X - -1 x -1

6. Dada la funcion X2i3x six=0
six[1(0,3)
5-x
f(x) = jx;_Sl six0(3,5]
X six[(5,7)
3 Six=7

se pide (por este orden): a) f(0), f(3), f(5XH)f
b) Ixi[nof(x); Ixitnsf(x); Ixi[nsf(x); litn7 f(x); Xli[r!o f(x); Xlimm f(x)

c) Representacion grafica
d) Dom(f) e Im(f)

20
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7.

(S) 10.

(S) 11.

(S) 12.

Calcular los limites laterales de las siguientesifanes en los puntos que se indican.
Representarlas graficamente:

3) 1-x  six<0 b) ¢ six<0
f(X)={ . en x=0 f(x) =41-2x si0<x<1 enx=0yx=1
X six>0
x? six>1
c) f(X)=|x-5| en x=5 d) f(x) =[x -—— enx=0y x=1
X+1

(Soluc: @) ; b)1y [; c)0; d)0)

Calcular los valores del parametrpara que se verifiquen las siguientes igualdades:

a) lim %5:(;1:—1 b) lim Vx*+ax+1-x =2
X —» © )< X -

(Soluc: a=-10/3; a=4)

Comprobar los siguientes limites construyendo abkatapropiada mediante calculadora:
sen X sen X

a) lim ~>=0 b)lim == ©)lim ~=c d)lim =1 €)lim =0

X~ (X=2) x-©3X+2 3 x-2(x-2) x-0 X Xwo X
x?+1 six<1

Dada la funciof(x) =<ax+3 sil<x<2

bx*-2 six>2
calcular los valores de los parametosb para que existan los limites en x=1 y x=2

(Soluc: a=-1, b=3/8)

Dar un ejemplo de una funcion f(x) definida pamata que no tenga limite cuande>2

Discutir lim (\/3x +4-+ ax) en funcion de los valores del parametro
X —

(Soluc: 0si a=3; -0 s @>3; w0 s a<3)
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EJERCICIOS DE CONTINUIDAD  2° BACHILLERATO

RECORDAR:

. If(X) continuaen x=a < !(i[naf(x) :f(a)l Es decir: “Una funcién es continua en un puntelsi

limite coincide con la imagen en dicho punto”.

« A efectos practicos, para estudiar si una funcgooatinua en un punto, hay que comprobar:
1) que exista limite
2) que ademas exista imagen

3) y que ambos coincidan

m six#z0 S L, .
1. Dada f(x) =< x se pide: a) Representacion grafica.
1 six=0 b) Estudiar analiticamente la continuidad laterak=0

¢) A la vista del apartado anterior, ¢ es contgua=07?
2. idem conf(x) =+/x

3. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones

X+l 2 XA+ x 1
20 = X =2 ) 1) " X2 -5x+6 91 = XZ+X+1 A 1) = sen
e)f(x) =vx-3  f) f(x) =vx*-x-6 g) f(x) = Vx> +4 h) f(x)=tg x
i) f)=log (x+3) ] fX)=In(xC-4) K) f(x)=In(x2+4)

(Soluc: a) discont. asintotica en x=2; b) discagintética en x=2 y x=3; c) contindal; d) discont.
asintética en x=mr donde i/Z; e) continua en [%); f) continua en (»,-2] [/ [3, «); g) continua
00; h) discont. asintotica en x=(2n+13/2; i) continua en (-3) ; j) continua en ¢e,-2) [7 (2, );
k) continuallll)

4. Estudiar la continuidad de las siguientes funcidnaso de presentar discontinuidades, decir déippé
se tratan):

i1 six>0 x?-1 six<0
a)f(x):{x SIX = B)fx)={ 2 six=0 c)f(x)={

Xx-1 six<O0 )
2x-1 six>0

Xx+1 sixO(-,2)
2x-1 six[(2,0)

2-x%> six<?2 Yx  sixO(-e0,1)
f = =
D) {2x—6 Six>2 &) 1) {«/x +1  sixO[1,)

22



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

N
v
d
4

LE.S. "Fernando de Mena"

(Soluc: a) discont. de salto finito en x=0; di¥cont. evitable en x=0; c¢) discont. evitablexer2;
d) continua/7 /7, €) discont. asintética en x=0 y de salto firetox=1)

5. Representar la siguiente funcion e indicar si tedgan punto de discontinuidad:
X+1 six<3
f(x) =4 x* si3sx<4
0 six=4

(Soluc: discontinua de salto finito en x=3 y x=4)

6. Representar la siguiente funcién e indicar sigtialgin punto de discontinuidad:
x-1 six[(-e,1]
f(x) = x?-1 six0(1,2]

x> sixO(2,»)
(Soluc: discontinua de salto finito en x=2)

7. (S) Probar que la funcién

no es continua en x=1 e indicar qué tipo dedtitinuidad presenta en dicho punto.
(Soluc: no es continua pues f(1); discontinuidaidable)

8. Considerar la siguiente funcion:
2
-1
f(x) = X -
(x) 1

a) ¢ Es discontinua en algun punto?.¢,Por qué?.
b) En x=1 la funcion no esté definida. Ampliar dstacion de modo que sea contiriua.

(Soluc: discontinua en x=1 pu@s f(1); basta hd(B®=2)

. x3+x?+x+a , - .
9. (S La funciéonf(x) = 1 no esta definida en x=1. Hallar el valoralpara que sea posible

definir el valor de f(1), resultando asi una func@ntinua. Indicar también la expresion de la auev
funcion resultante. (Soluc: a=-3; f(1)=6)

10. Hallar el valor dé& para que la funcién

x*-9
f(x) =4 x-3
k six=3

SixXZ3

sea continuald. (Soluc: k=6)
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11 Clasificar las discontinuidades de la siguidnteion:

X =27 +x -2
x> —x-2

f(x)

(Soluc: discont. de salto finito en & discont. evitable en x=2)

12. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:

2 -
2x°+3x-2 Six#1/2
f(x) =1 2x2-5x+2
-5/3 six=1/2

(Soluc: discontinua inevitable en x=2)

13. (S) Calcular cuanto debe valarpara que la siguiente funcion sea continlld, y representarla en

dicho caso:
Xx+1 six<?2
f(x) =

3-ax six>2
(Soluc: a=0)

14. (S) Se considera la funcién
Lnx six0d(0,1)
f(x) = .
a’+b sixO[1,)

Determinar los valores @ey b para que f(x) sea continua y f(2)=3.
(Soluc: a=1y b=-1)

15. (S) Dada la funcién
x2+2x-1 six<0
f(x) = ax+b si0sx<l1
2 six=>1

hallaray b para que la funcién sea continua y dibujar laigaade la funcion en dicho caso.

(Soluc: a=3 y b=-1)

16. Dada la funcion
X+3 six<1
f(x) = mx+n Sil<x<3
-x?+10x-11 six>3

hallar los valores de y n para que f(x) sea continua.(Soluc: m=3, n=1)
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17. idem:
-2x+1
f(x) =1 ax+2
x> +b
(Soluc: a=-3/2, b=-5)
18. idem:
-x*+a
f(x) =4 x*-4
In(x - b)
(Soluc: a=-2, b=1)
19. idem:
ax+2
2
) = b/x
CX
10

(Soluc: a=-52, b=54, c=2)

20. La siguiente funcion se llanfauncion de Dirichlet

) = 0 sixOll
11 sixOQ

six 0 (-0,-2)
six 0[-2,2]
six 0(2,0)

six<-1
si-1<sx<2
Six=2

six<-1
Si-1<x<3
si3<x<5
six=5

No es una funcién elemental, ya que es discongémuados sus puntos. Razonarlo.

TEOREMA DE BOLZANO:

RECORDAR:
: :

] ('x) contlnua.en[a,b] — OdI(ab)/f(c) =0
signof(a) # signof(b)

e Se utiliza para demostrar la existencia de raieasd ecuacién en un intervalo.

21 Demostrar que la ecuaciof+x?7x+1=0 tiene al menos una solucién en el interf@b] (NOTA: En
todos estos problemas, y de cara a la PAEG, enupma&iamente el teorema, y dar al final del

ejercicio una interpretacion grafica del resultado)

! En honor al matematico aleman Johann Dirichle®%18859), que fue quien la ided.

25



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

N
v
d
4

LE.S. "Fernando de Mena"

22. (S) Demostrar que la ecuaciaf= etiene una solucion en el intervalo (0,1). ¢ Cual es?
(Soluc: x=1/Inx)

x? -7Tx+12
x> —4x+3
imagenes de distinto signo, y, sin embargo, nureaartula en el interior de dicho intervalo.
¢ Contradice esto el teorema de Bolzano? Razonespaesta.

23. Dada la funcionf(x) = , puede comprobarse facilmente que en el inteff@gR) toma
24. Demostrar que la ecuacion x=cosene al menos una solucién en el intervalo (0,1).

25. Probar que la ecuacion x3+40=3x tiene alguna e Aproximar su valor (por tanteo) hasta las
décimas.

26. Razonar que la ecuacion x=In x carece de solucion.

27. a) Demostrar que la ecuacion-34xX+3x+20 tiene al menos una raiz en [1,2]

b) Obtener todas sus raices por Ruffini, y comprédovalidez de lo obtenido antes.

28. a) Probar que la funcién f(x):2x’-5 corta al eje x en el intervalo (-2,-1)

b) Buscar otro intervalo en el que exista unacdiude la ecuacion’s®2x’-5=0 y aproximar su valor
hasta las décimas.

29. Probar que las gréficas de Ln x*yse cortan en algin punto. Comprobarlo graficamente
30. Probar que las gréficas de f(x)=sen x y g(x9=1/&a¢an en algun punto del intervaloy@v?2)

31. Probar que f(x)=%x-5 toma alguna vez el valor 20.
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