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) CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA (pag. 210 del libro de texto)

Dada f(x)=2x nos preguntamos squé funcién F(x) es tal que al denvarla nos da f(x)?
CIaramente es F(x)=x?, pero no so6lo esa sino también F(x)=x’+2, F(X)=x’+5,... y en general
F(x)=x %+C (siendo C cte.). La notacion que se sigue es:

| *ﬁmw Hm+‘\JMfm

simbolo integral

integrando -

o cte. de integracion
L primitiva de f(x)

diferencial de x

Eiemplos : a) IZX dx=x*+C d) Idx:
b) J‘3x2 dx = e) Izdx:
c) Ixz dx = f) dex:

Observaciones :

1. Lacte. de integracion C a veces se omite pues se sobreentiende. jEn cambio, dx no puede
omitirse! Veremos mas adelante que juega un papel fundamental.

2. Evidentemente, en la practica las integrales no se resuelven “por tanteo”, como hemos
hecho en el ejemplo anterior, sino aplicando técnicas de integracion, a cuyo aprendizaje
dedicaremos el resto del tema.

3. M&s adelante veremos que esta nueva operacion asi definida, la integracién, tiene una
gran utilidad (preferentemente el calculo del &rea bajo una curva). Pero de momento nos
centraremos en aprender las técnicas basicas de integracion, las cuales se basan en la
observacién siguiente:

4. Dado que la integracion es la operacién contraria de la derivacién, la tabla de integrales es
practicamente idéntica a la de derivadas, pero al revés:

| TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS |

1 jdx:x
2 [rax=kex

n _Xn+1
3 Ix dx—rH_1 (n#-1)
4 [f09£909= 1092 [ 9
5 Ik [(x) =k IIJ‘f(x)

En esta tablak y n son nimeros reales, y f(x) y g(x) funciones.

Vamos a justificar, por ejemplo, el caso de la integral de una potencia (caso 3°; el resto se

probaria igual):
Xn+1 I : (n+l) Xn _Xn
n+1 n+1
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5. Los dos ultimos casos son consecuencia de las propiedades de la derivada:

[f0a60=[ 60 [g09

I k Eﬂ(x):k[j f(x)

es decir, “la integral de la suma (diferencia) es la suma
(diferencia) de las integrales”.

es decir, “las constantes multiplicativas pueden entrar o
salir de la integral”.

La utilizaciéon conjunta de ambas propiedades, junto con el resto de la tabla, nos permitir4
resolver cualquier integral polinémica (que son las que aparecen en la PAU). Para ello,
tendremos que extraer las constantes multiplicativas del integrando cuando convenga,
como veremos en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 1 : Utilizando la tabla, hallar las siguientes integrales inmediatas, y efectuar la

1

n

w

I

(&)

»

©

comprobacion:

. Ixs dx =

Ix“ dx =

dex:

. ja4m:

. I4x2 dx =

. I2x3 dx =

.Imm:

. I-Zx dx =

. I-Sx“ dx =

X

(Sol: —+ ‘5

(Sol: :;Tp 5

x

(Sol: —+ 5

(Sol: t>+C )

(SOlZ 44.)':+ 5

X

(Sol: —+ ‘5

(Sol: 2t2+C)
(Sol: -x2+C)
(Sol: -x® +C)
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12, [L o=

13. [-6x=
14, [-x° dx=
15. X ax=
16. j% dx=
17. [ ax=
18. [2:¢ dx=
19. I(x2+x) dx =
20. [(x+1)dx=

21. j-xz dx =

22. I(X—Z)dx:

(so:
(o - §
(sor 4 §
(ol -sx+c)
(sot s §
CH

(Sol: :;'p 5

(Sol: _ja ‘5

2%
(Sol: 34 5

(SOI: %3+X72+C)

(SOI: )(272+x+c)
(Sol: -:;'p 5

(Sol: §—2x+c )
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23. j(Zt—s) dt=

24, j(sx2 -2)dx =

25. I(xz +x+1)dx =

26. j(x2—4) dx =

27. j(-x2 +1)dx =

28. I(sz -3x+5)dx =

29. j(x—4)2 dx =

30. I (-x? +2x) dx =

31. Ix(x-3) dx =

32. j(2x+3)2 dx =

33. I(x2 ~2)? dx =

34, j(-x2 ~2x+3)dx=

35. I 2x(x? +1) dx =

(sol: 2-3t+c)

(sol: x*-2x+c)

(sor: %3+X72+X+C)
(soi %3-4x+c)

(sot _§+x+c)
(sor: %"3_3%2+5X+c)
(sor: %3-4% +16x+C )
(SOl: _%3+x2 +c)
(sor %3_32L2+c)
(sor: %"3+6x2 +9x+C )
(sor: éi_%”ﬂmc)

(SOli —g—xz +3x+C )

(SOI: X74+x2 +C)
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36. j {(t? +3) dt =

37. j(3x2+2x+1)dx:
38. Ixz(x3+2)dx:
39. j-(x—2)2 dx =
40. I(xz—ZX)dx:
41. I(t—l)z dt=

42. j(x2—4x+3)dx:
43. j(x3+1)dx:

44, I (x2-1)dx =

45. [(x+1) dx=

46. | —% dx =

47. I(-x2+6x—5)dx:

& Ejercicios libro: pag. 227: 1a, b,c,d;9e

(sor: %Jf%m)
(sol: x*+x? +x+C)
(sor %6+%"3+c)
(sot: _’%fzx2 ~ax+C)
(Sol: g—xz +c)

(so: §—t2+t+C)
(sot §—2x2+3x+C)

4

(SOI: X7+x+c)
(SO|Z );i—x+C)
(SOI: —X72+x+c)

(SOI: —XTZ+C)

(So|: —%3 +3x% -5x+C )
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I) CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA (pag. 214 del libro de texto)

b
DEF: .[f(X) dx =éarea del recinto limitado por la curva f(x), el eje x, y las rectas verticales x=a y x=b
a

Gréaficamente, coincide con el area A del dibujol:

Signo de la integral definida:  Hay 3 posibilidades:

2 " 100

a b

Cuando la curva esta por Si la funcién estad por b

encima del eje x, el area debajo, entonces la En este caso | f(x) dx =0
es positiva (l6gico pues integral  definida es o

f(x)>0 en ese caso) negativa (ya que

entonces f(x)<0)

;Como se calcula?: Mediante la REGLA DE BARROW *: se trata de hallar una primitiva F(x)
mediante los procedimientos del apartado anterior, y a continuacién valorarla entre los extremos a
y b:

b
j f(x) dx =F(x) = j f(x) dx =F(b)-F(a)

Ejemplos justificativos

a) f(x)=2

3
A=I2dx=

1

(Compruébese el resultado graficamente)

! La definicién anterior puede entenderse intuitivamente si pensamos que f(x)-dx representaria el area de
un rectangulo infinitesimal de altura f(x) y anchura tan pequefia como queramos dx, por lo que la integral
definida vendria a ser la suma de esos infinitos pequefios rectangulos. Para una comprension mas rigurosa
de este hecho, véase el libro de texto.

? |saac Barrow (1630-1677), eminente matematico inglés y profesor de Isaac Newton en Cambridge. Ver la
justificacion de esta regla, que se conoce como 2° Teorema fundamental del célculo integral, en pag. 216
del libro de texto.
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A:I(x-l)dxz

(Compruébese que el area A del triangulo es efectivamente la calculada)

A=j(—x+5)dx =

(Compruébese que coincide con el area del trapecio, la cual

+
venia dada por A :BTb h)

A=J“E—x+2)dx =

(Compruébese que la suma de las dos areas sombreadas, cada
una con su signo, coincide con el resultado)

Nétese, por consiguiente, que la integral definida tiene una utilisima aplicacién al calculo de

areas.

Propiedades de la integral definida

b c b
=Ll

Esta propiedad nos serd muy util a la hora de hallar el area
de un recinto compuesto como suma de dos o mas
subareas. Su justificacion es trivial, tanto graficamente como

1) Sicela,b]:
2) |pa

=0
3) b

4)

aplicando la regla de Barrow.

Obvio y facil de probar.

Puede demostrarse facilmente aplicando la regla de Barrow.

Es una consecuencia inmediata de una propiedad anéloga
de la integral indefinida.
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5) a
Ifunciénimpar=0 La interpretacion gréfica es
2 obvia:

Las dos areas sombreadas son iguales pero de signo opuesto,
por lo que su suma es cero. Por ejemplo, podemos concluir, sin
necesidad de hacer la integral, que:
2
jx3dx:O
-2

Comprobémoslo, de todas formas, analiticamente:

2
1. sz dx = (Sol: 7/3)
1
2
2. dex= (Sol: 2)
0
4
3. j(x -3)dx= (Sol: -15/2)
-1
2
4. j(xz +X+1) dx = (Sol: 4)
-2
5
5. (Sin aplicar Barrow) Ixs dx= (Sol: 0)
-5
3
6. j(zxz -3x+1)dx = (Sol: 37/6)
2
0
7. j(—xz -x+5)dx= (Sol: 28/3)
-2
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3
8. (Sin aplicar Barrow)J.Sxdx: (Sol: 0)
-3
3
0 I|x| ax= (Sol: 4
1

& Ejercicios libro: pag. 228: 10 4a, b,c; 12 a,c

1) AREA BAJO f  (pag. 214 del libro de texto)

En cada uno de los tres casos vistos en la pagina 6 habra que proceder de forma distinta:

1) f es positiva:

f(x)

b
A:jf(x) dx (por la propia definicion de la integral definida)

a

2) f es negativa:

a b Tenemos dos formas alternativas de proceder:

A b b
A= If(X) dx obien: A :—If(x) dx

a a

3) f es positiva y negativa (se alterna): por la propiedad 1 (pag. 7)

\ X1 Xo b
AT=A1+A2+A3=I f + J-f +If
a X1 X2

Az

NOTA: En general habrd que hallar los puntos en gue f(x) corta al eje x (x; ¥ X, en el ejemplo
anterior) pues no sabemos de antemano si f(x) cambia de si no®. También, a veces
conviene representar f(x), pues puede formar con respecto al eje x dos 0 mas subareas
(como ocurre en los ejercicios 4,5y 6).

% Recordar gque para obtener los puntos en que una funcién corta al eje x hay que resolver la ecuacion
f(x)=0
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Ejercicio 3 : Hallar, previa representacién grafica de la situacion, el area limitada por la parabola

y:x2-4x y el eje x

Noétese que en este ejemplo la integral en si resulta negativa, pues la pardbola esta por debajo
del eje x, pero el valor absoluto la convierte en positiva , como debe ser por tratarse de un area.
¢Podriamos haber obtenido dicha &rea sin haber hecho previamente la representacion gréfica?

La respuesta es afirmativa. Piénsese cémo.

Ejercicio 4 : Hallar el &rea del recinto limitado por la gréafica de f(x):x2-4x, el eje x, y las rectas

verticales x=-1 y x=2. Explicar graficamente la situacion.

10
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Ejercicio 5 : Dibujar la recta y=-2x+4, y hallar: a) El area del recinto limitado por dicha recta y los
ejes de coordenadas. b) El area del recinto limitado por dicha recta, el eje x y las

rectas x=1y x=4

Al
I | R . 3
SRS ISR SO OO O
2 4 h 12 3 1
T e SIS SRR S S
R U2 NN SRS O W
Lol
4 ................
O - T R J ______ U

Ejercicio 6 : Hallar, sin previa representacion grafica, el area limitada por la funcién y:x3-3x2-x+3
y el eje x. DibUjese, a continuacién, la grafica, para explicar la situacion.

e 7 O SO S
el
z 4 b 1z 3 3
R e e e S
A 2 N S T
AN WO OO SO
.‘4 . ................
SN 1 N SO DU N

& Ejercicios libro: pags. 218 y 219: 1, 2 y 3 (ejercicios resueltos)

pag. 219:1y2

pag. 228:114a,b,c,d,f; 14 a, b;

pag. 229: 25, 26 y 27 (funcion definida por ramas)
Ejercicios PAU: cualquiera del apartado 3) del bloque 3 ejercicio A

11
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|  TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS |

1 Idx:x
2 [rax=kex

" _Xn+1
3 Ix dx="— (1#-D)
4 [1092960= [602 [ 900
5 j k[ﬂ(x):kEJ‘ f(x)

En esta tablak yn son nimeros reales, y f(x) y g(x) funciones.

12



